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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Ëåêöèÿ 1.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êóðñà ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå öèôðîâûå òåõíî-
ëîãèè, âîçíèêøèå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, â ñâÿçè ñ îáðàçîâàâøèìèñÿ ïîòðåá-
íîñòÿìè, è ïåðåæèâàþùèå ñåé÷àñ ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ, îíè øèðîêî îáñóæäà-
þòñÿ, íåêîòîðûå óæå èñïîëüçóþòñÿ, à äðóãèå â áëèæàéøåå âðåìÿ ïîëó÷àò øè-
ðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Äåÿòåëüíîñòü â ýòîé îáëàñòè íàïðàâëåíà íà ñîçäàíèå
èíôîðìàöèè è ìåõàíèçìîâ å¼ îáðàáîòêè, áåçîïàñíîãî õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è,
à â ðîëè èíñòðóìåíòîâ âûñòóïàþò ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå
íà ìåòîäàõ òåîðèè ÷èñåë, àëãåáðû, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Òàê ÷òî ñíà÷àëà
ìû îñâîèìñÿ ñ òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà,
ïîçíàêîìèìñÿ ñ êîíêðåòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè è òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè àëãî-
ðèòìàìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íóþ ñëîæíîñòü, óçíàåì, ÷òî òàêîå õýø-ôóíêöèÿ
è ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, íàó÷èìñÿ ñòðî-
èòü î÷åíü áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, âû÷èñëÿòü äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû è äå-
ëàòü ìíîãîå äðóãîå. Âñ¼ ýòî ñîñòàâëÿåò îñíîâó êðèïòîãðàôè÷åñêîé íàóêè -
âàæíîé ÷àñòè öèôðîâûõ òåõíîëîãèé.

Êðèïòîãðàôèÿ, êàê îáëàñòü íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, ñòàëà øèðîêî èçâåñò-
íîé ïðèìåðíî 40 ëåò íàçàä, ñì. [?]. Ýòî áûëî âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ îá-
ìåíà áîëüøèìè ìàññèâàìè êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè (íå òîëüêî ãîñó-
äàðñòâåííîé è âîåííîé, íî è áàíêîâñêîé, ýêîíîìè÷åñêîé, ìåäèöèíñêîé, þðè-
äè÷åñêîé è ò.ï.), à òàêæå âîçìîæíîñòüþ òàêîãî îáìåíà, â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì
äîñòóïíûõ è ýôôåêòèâíûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ îáðàáîòêè ýòîé èíôîð-
ìàöèè. Ëþáàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
÷èñåë. Íàïðèìåð, áóêâå "à"ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî 1, áóêâå "á" � ÷èñëî
2 è òàê äàëåå, áóêâå "ÿ"� ÷èñëî 32. Ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëà ïðîáåëàì,
òî÷êå, äðóãèì çíàêàì ïðåïèíàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññû çàøèôðîâàíèÿ è
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ðàñøèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè ïðåäñòàâÿòñÿ êàê íåêîòîðûå àëãîðèòìû, ïåðå-
ðàáàòûâàþùèå îäíè ìàññèâû öåëûõ ÷èñåë â äðóãèå.

Ñòîéêîñòü êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ çàâèñèò îò íåâîçìîæíîñòè íàé-
òè áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, äðóãèìè ñëîâàìè, îò
òîãî, ÷òî íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñëîæíû â âû÷èñëèòåëüíîì îòíî-
øåíèè.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ òåîðèè ÷èñåë îáû÷íî ïðèíÿòî èçìåðÿòü êîëè÷å-
ñòâîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé è äåëå-
íèé ñ îñòàòêîì), íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé, ïðåäïèñàí-
íûõ àëãîðèòìîì. Âïðî÷åì, ýòî îïðåäåëåíèå íå ó÷èòûâàåò âåëè÷èíû ÷èñåë,
ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ. ßñíî, ÷òî ïåðåìíîæèòü äâà ñòîçíà÷íûõ ÷èñëà
çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì äâà îäíîçíà÷íûõ, õîòÿ è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå
âûïîëíÿåòñÿ ëèøü îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ. Ïîýòîìó èíîãäà ó÷èòûâà-
þò åùå è âåëè÷èíó ÷èñåë, ñâîäÿ äåëî ê òàê íàçûâàåìûì áèòîâûì îïåðàöèÿì,
ò.å. îöåíèâàÿ êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé ñ öèôðàìè 0 è 1 â äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñåë. Ýòî çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îò öåëåé àâòîðà è ò.ä.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàííûì, ÷òî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ
ïðèðàâíèâàþòñÿ ïî ñëîæíîñòè ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ. Æèòåé-
ñêèé îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî óìíîæàòü ÷èñëà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ñêëà-
äûâàòü èõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå, âû÷èñëåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî
íà óìíîæåíèå èëè äåëåíèå áîëüøèõ ÷èñåë ïîíàäîáèòñÿ íå íàìíîãî áîëüøå áè-
òîâûõ îïåðàöèé, ÷åì íà ñëîæåíèå, ñì. [?], ãë.8, òåîðåìà 8.5. Ïðèìåðíî òàêèì
æå êîëè÷åñòâîì áèòîâûõ îïåðàöèé ìîæíî îáîéòèñü ïðè âûïîëíåíèè äåëåíèÿ
ñ îñòàòêîì äâóõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ãîâîðÿ äàëåå î ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ìû
áóäåì èìåòü â âèäó êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
èõ âûïîëíåíèÿ. Åñëè æå áóäåò íåîáõîäèìà áèòîâàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà �
ýòî áóäåò ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì äàëåå äâà ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèå, êàê èñïîëüçóåòñÿ ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìîâ â íåêîòîðûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ. Äàëåå áó-
äóò ïîÿâëÿòüñÿ êàê îáùåèçâåñòíûå, òàê è èçâåñòíûå òîëüêî òåì, êòî èõ îïðå-
äåëèë � ñåêðåòíûå âåëè÷èíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòè âåëè÷èíû áóäóò îáîçíà-
÷àòüñÿ ñòðî÷íûìè (ìàëåíüêèìè) áóêâàìè, íàïðèìåð "à", âî âòîðîì æå ñëó-
÷àå ïðîïèñíûìè (êðóïíûìè) áóêâàìè, ñêàæåì "À". Êðîìå òîãî, óñëîâèìñÿ,
÷òî îáìåí èíôîðìàöèåé ìåæäó ó÷àñòíèêàìè àëãîðèòìà èëè ïðîòîêîëà1 èä¼ò
òîëüêî ÷åðåç Èíòåðíåò, ïðè÷¼ì âñå ñîîáùåíèÿ ïåðåñûëàþòñÿ â çàøèôðîâàí-
íîì âèäå. Ó÷àñòíèêîâ îáìåíà èíôîðìàöèåé, â áëèæàéøèõ ïðèìåðàõ èõ áó-
äåò äâîå, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü îäóøåâë¼ííûìè ëèöàìè è ïðèñâàèâàòü èì èìåíà.

1òàê íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò äâîå èëè áîëåå ëèö
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Îáû÷íî ëåãàëüíûõ äåéñòâóþùèõ ëèö èìåíóþò Àëèñà è Áîá 2, çëîóìûøëåí-
íèê ïîëó÷àåò èìÿ Åâà è òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïðîèñõîæäåíèå,
äåéñòâóþùèå ëèöà ìîãóò áûòü è êîìïüþòåðàìè, êîòîðûå èíîãäà äëÿ óäîáñòâà
îïèñàíèÿ íàäåëÿþòñÿ ÷óâñòâàìè è æåëàíèÿìè.
Ïðèìåð 1. Àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ RSA.

Â 1977ã. áûë ïðåäëîæåí äåéñòâóþùèé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè è íàèáîëåå
èçâåñòíûé àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ RSA. Ýòî íàçâàíèå îáðàçîâàíî ïåðâûìè
áóêâàìè ôàìèëèé àâòîðîâ ðàáîòû [?], â êîòîðîé îí áûë îïèñàí.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñþæåò. Äîïóñòèì, ÷òî Áîá õîòåë áû ïîëó÷àòü
ïèñüìà îò Àëèñû, íî òàê, ÷òîáû íèêòî íå ñìîã óçíàòü èõ ñîäåðæàíèå. Äëÿ ýòî-
ãî îí âûáèðàåò äâà ïðîñòûõ ÷èñëà p, q è âû÷èñëÿåò èõ ïðîèçâåäåíèå N = pq.
Çàòåì Áîá ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà E, d, ìåíü-
øèõ ϕ(N) = (p− 1)(q − 1), 3 è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ

E · d ≡ 1 (mod ϕ(N)). (1.1)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü ÷èñëî E, 1 < E < ϕ(N), âçàèìíî ïðîñòîå
ñ ϕ(N) è îáîçíà÷èòü áóêâîé d íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñðàâ-
íåíèÿ (1.1). Îòêðûòûì êëþ÷îì Áîáà áóäåò ïàðà ÷èñåë (N,E). Áîá ìîæåò,
íàïðèìåð, ïåðåñëàòü ýòó ïàðó ÷èñåë Àëèñå ïî îòêðûòîé ïî÷òå. Ñåêðåòíûé
êëþ÷ Áîáà � ýòî ÷èñëî d. ×èñëà p è q òàêæå äîëæíî äåðæàòü â ñåêðåòå, íî
ðàññìàòðèâàòü âñþ òðîéêó (p, q, d) â êà÷åñòâå ñåêðåòíîãî êëþ÷à íåîáÿçàòåëü-
íî, ïîòîìó ÷òî ÷èñëà p, q èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íà ñòàäèè ãåíåðàöèè ÷èñåë
N,E, d. Ïîýòîìó ÷èñëà p, q ìîæíî óíè÷òîæèòü. Îòìåòèì, ÷òî ëþáûå öåëûå
E è d,óäîâëåòâîðÿþùèå (1.1), âçàèìíî ïðîñòû ñ ϕ(N). Èòàê, äëÿ çàøèô-
ðîâàíèÿ ñîîáùåíèé èñïîëüçóåòñÿ îòêðûòûé êëþ÷, à äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ �
äðóãîé êëþ÷, êîòîðûé èçâåñòåí òîëüêî Áîáó.

Äîïóñòèì, ÷òî ñåêðåòíîå ïèñüìî x Àëèñû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1 < x < N, (x,N) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò âçàèìíóþ ïðîñòîòó ÷èñåë x è N .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàøèôðîâàòü ñîîáùåíèå x, Àëèñå äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü

y ≡ xE (mod N), 0 < y < N. (1.2)

×èñëî y óñëîâèÿìè (1.2) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïèñüìî Àëèñû â çàøèôðîâàííîì âèäå è ìîæåò áûòü ïåðåñëàíî Áîáó ÷åðåç
Èíòåðíåò.

2Èõ ðîëü ïîäîáíà ëàòèíñêèì áóêâàì a è b â îïèñàíèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
3Çäåñü ôóíêöèÿ ϕ(m) åñòü ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Å¼ çíà÷åíèå ðàâíî êîëè÷åñòâó öåëûõ ÷èñåë íà îòðåçêå îò

1 äî m, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

yd ≡ xEd ≡ x (mod N). (1.3)

Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó (1.1).
Áîá, ïîëó÷èâ çàøèôðîâàííîå ïèñüìî Àëèñû y, íàõîäèò îðèãèíàë ïèñüìà

x ≡ yd (mod N), 0 < x < N. (1.4)

Ñðàâíåíèå (1.3) äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà RSA. Åñëè ïèñüìî
Àëèñû ïî äëèíå áîëüøå N , åãî ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè ìåíüøåé äëèíû, ÷åì
N , è øèôðîâàòü êàæäûé áëîê îòäåëüíî. Åñëè æå ïèñüìî íå âçàèìíî ïðîñòî
ñ N , òî ê íåìó ìîæíî äîïèñàòü âðåìÿ îòïðàâëåíèÿ èëè íåáîëüøîé íàáîð èç
íóëåé è åäèíèö, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ýòî óñëîâèå.

Áîá ìîæåò âûâåñèòü îòêðûòûé êëþ÷ (N,E) íà ñâî¼ì ñàéòå, èëè ïîìåñòèòü
åãî â êàêîé-íèáóäü ñïðàâî÷íèê âðîäå ñòàðîé òåëåôîííîé êíèãè. Ýòî, êàê ëåã-
êî âèäåòü, ïîçâîëèò áîëüøîìó ÷èñëó ëþäåé ïèñàòü åìó ñåêðåòíûå ïèñüìà.
Åñëè êàæäûé èç íåêîòîðîé ãðóïïû ëþäåé âûðàáîòàåò óêàçàííûì ñïîñîáîì
ñâîè îòêðûòûé è ñåêðåòíûé êëþ÷è è ñäåëàåò ñâîé îòêðûòûé êëþ÷ äîñòóï-
íûì âñåì ó÷àñòíèêàì ãðóïïû, òî ÷ëåíû ýòîé ãðóïïû ñìîãóò îáìåíèâàòüñÿ
êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèåé ÷åðåç Èíòåðíåò. Ïðè÷¼ì ïîíÿòü ñîäåðæà-
íèå ïèñüìà ñìîæåò òîëüêî òîò, êîìó îíî àäðåñîâàíî.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî ôèêñèðîâàííîìó ìîäóëþ, ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñðà-
âíåíèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíèòåëüíî áûñòðî. Îá ýòîì
ìû ïîãîâîðèì íåìíîãî ïîçæå. Ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâàíèÿ ïèñüìà ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà (1.4) çàâèñèò îò ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à d. Ïî-
ñëåäíèé ìîæåò áûòü íàéäåí î÷åíü ëåãêî, åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå ôóíêöèè
Ýéëåðà ϕ(N) = (p − 1)(q − 1). Íî äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè ÷èñëà p, q, ò.å.
ðàçëîæèòü ÷èñëî N íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ýòà ôóíäàìåíòàëüíàÿ çàäà÷à

Ðàçëîæèòü çàäàííîå ÷èñëî N íà íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè

î÷åíü ñëîæíà. Äëÿ ÷èñåë N ðàçìåðîì â 1024 áèòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñàìûõ
ìîùíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîìïüþòåðîâ òðåáóþòñÿ ãîäû äëÿ å¼ ðåøåíèÿ.
À äëÿ ñîõðàíåíèÿ î÷åíü öåííûõ ñåêðåòîâ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëà
N , çàïèñûâàåìûå ïðèìåðíî 2048 áèòàìè.

Åùå Ôåðìà ïðåäëîæèë íåòðèâèàëüíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà
ìíîæèòåëè. Ðàçëè÷íûå åãî óëó÷øåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü Ýéëåðîì, Ãàóññîì, Ëå-
æàíäðîì, ×åáûøåâûì è äðóãèìè êëàññèêàìè òåîðèè ÷èñåë. Ñîâðåìåííûå àë-
ãîðèòìû èñïîëüçóþò âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ýëëèïòè÷å-
ñêèå êðèâûå, ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.
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Ïðèìåð 2. Àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ Ýëü-Ãàìàëÿ.

Åù¼ îäíà î÷åíü ñëîæíàÿ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè çàäà÷à íîñèò íà-
çâàíèå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

Äëÿ çàäàííûõ ïðîñòîãî ÷èñëà P è öåëûõ ÷èñåë A,B, íå äåëÿùèõñÿ íà P ,
òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå

Ax ≡ B (mod P ). (1.5)

Íà áîëüøîé ñëîæíîñòè ýòîé çàäà÷è îñíîâàí àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ Ýëü-Ãà-
ìàëÿ.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà P íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ âû-
÷åòîâ FP = Z/PZ îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó F∗P . Îáîçíà÷èì áóêâîé G
îáðàçóþùóþ ýòîé ãðóïïû. Ïîðÿäîê G ïî ìîäóëþ P ðàâåí P − 1. Ïîñëå âû-
áîðà îòêðûòûõ ïàðàìåòðîâ P,G Áîá, êîòîðûé õîòåë áû ïîëó÷àòü ñîîáùåíèÿ
îò Àëèñû, îïðåäåëÿåò ñâîè îòêðûòûé è ñåêðåòíûé êëþ÷è. Ñåêðåòíûì êëþ-
÷îì ìîæåò áûòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d, 0 < d < P − 1, Áîá âûáèðàåò
åãî ñëó÷àéíî íà èíòåðâàëå îò 1 äî P − 1, à îòêðûòûé êëþ÷ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè

E ≡ Gd (mod P ), 1 < E < P − 1.

Åñëè Àëèñà õî÷åò îòïðàâèòü Áîáó íåêîòîðîå ïèñüìî, îíà äîëæíà ðàçáèòü
åãî íà áëîêè ïî âåëè÷èíå ìåíüøèå, ÷åì P è øèôðîâàòü êàæäûé áëîê îò-
äåëüíî. Ïóñòü m, 1 < m < P � öåëîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëÿþùåå êàêîé-ëèáî èç
áëîêîâ. Äëÿ øèôðîâàíèÿ Àëèñà ïîñòóïàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
- âûáèðàåò ñëó÷àéíî êàêîå-íèáóäü öåëîå ÷èñëî k, 1 < k < P ,
- âû÷èñëÿåò C1 ≡ Gk (mod P ),
- íàõîäèò C2 ≡ m · Ek (mod P ),
Ïàðà ÷èñåë C = (C1, C2) åñòü ïðåäñòàâëåíèå áëîêà m èç ïèñüìà Àëèñû â
çàøèôðîâàííîì âèäå. Øèôðòåêñò C ïåðåñûëàåòñÿ Áîáó â îòêðûòîì âèäå ïî
ñåòè Èíòåðíåò.

Ïðè êàæäîì øèôðîâàíèè ïðèìåíÿåòñÿ ñâîé êëþ÷ k � êðàòêîâðåìåííûé
êëþ÷. Ïîýòîìó, øèôðóÿ îäíî ñîîáùåíèå äâàæäû, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûå
øèôðòåêñòû.

×òîáû ðàñøèôðîâàòü ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå C = (C1, C2), Áîá âû÷èñëÿåò
C2 ·CP−1−d

1 (mod P ). Ýòî ÷èñëî è áóäåò ñîîáùåíèåì Àëèñû. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ÷èñåë C1 è C2 íàõîäèì

C2 · CP−1−d
1 ≡ m ·Gkd+k(P−1−d) ≡ m

(
GP−1)k ≡ m (mod P ).

Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå îñíîâàíî íà ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòîðîé
GP−1 ≡ 1 (mod P ).
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Åñëè çëîóìûøëåííèê ïåðåõâàòèò øèôðòåêñò C, òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
îðèãèíàëà ïîñëàííîãî ñîîáùåíèÿ åìó íóæíî áóäåò ðåøàòü çàäà÷ó äèñêðåòíî-
ãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ C1 ≡ Gk (mod P ), ÷òî, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, òðåáóåò
î÷åíü ìíîãî âðåìåíè. Îí íå ñìîæåò îïðåäåëèòü ÷èñëî k è çàòåì èç ñðàâíåíèÿ
äëÿ C2 íàéòè èñêîìûé áëîê m.

Àëãîðèòì Ýëü-Ãàìàëÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òîáû âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äèòü íå âî âñåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ FP , à â å¼ ïîäãðóïïå ïðîñòîãî
ïîðÿäêà. Ýòî óñëîæíèò çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ïóñòü P , Q
áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî P −1 äåëèòñÿ íà Q. Âûáåðåì ïåðâîîáðàç-
íûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ P , è îïðåäåëèì ÷èñëî G óñëîâèÿìè

G ≡ g
P−1
Q .

Òîãäà G 6= 1 è öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà (G) ⊂ F∗P èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê Q.
Äàëåå âñå âû÷èñëåíèÿ îòêðûòîãî êëþ÷à E, ñåêðåòíîãî êëþ÷à d, øèôðòåêñòà
(C1, C2), à òàêæå ðàñøèôðîâàíèå âûïîëíÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, êàê è
ðàíåå.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñåêðåòíîãî è îòêðûòîãî êëþ÷åé â ñèñòåìå Ýëü-
Ãàìàëÿ òðåáóåò íàìíîãî ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì â RSA. Ñðåäè ìèíóñîâ íóæíî
îòìåòèòü, ÷òî äëèíà øèôðòåêñòà ïðèìåðíî âäâîå ïðåâîñõîäèò äëèíó øèô-
ðóåìîãî áëîêà.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî âûêëàäûâàåìûå òåêñòû èíîãäà ñîäåðæàò áîëüøå
èíôîðìàöèè, ÷åì ðàññêàçûâàëîñü íà ëåêöèè. Êàê ïðàâèëî, ýòî áîëåå ãëóáîêàÿ
èíôîðìàöèÿ äëÿ çàèíòåðåñîâàííûõ ñëóøàòåëåé èëè èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ
ëó÷øå èçó÷àòü ñàìîñòîÿòåëüíî ñ áóìàãîé è ðó÷êîé.
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Ãëàâà 2

Àëãîðèòìû è ñëîæíîñòü

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì ðÿä ïîëåçíûõ íà ïðàêòèêå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ è
äîêàæåì íåêîòîðûå îöåíêè èõ ñëîæíîñòè.

2.1 Àëãîðèòì Åâêëèäà è òåîðåìà Ëàìå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü a, b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òðåáóåòñÿ
íàéòè (a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a, b. Çàäà÷à ýòà ðåøàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà áåç ðàçëî-
æåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè. Â îñíîâå åãî ëåæèò ðàâåíñòâî (a, b) = (b, r), ãäå
r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b.

Àëãîðèòì 1. Äàíû: Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b; b < a.
Íàéòè: Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b).

1. Âû÷èñëèòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, ò.å. íàéòè öåëîå r, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì a = bq + r, 0 ≤ r < b.
2. Åñëè r = 0, òî (a, b) = b, ÑÒÎÏ.
3. Åñëè r 6= 0, òî çàìåíèòü ïàðó {a, b} ïàðîé {b, r} è ïåðåéòè â ïóíêò 1
àëãîðèòìà.

Ïóñòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b, ò.å. a = bq + r, 0 ≤ r < b.
Ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è r äåëèò ÷èñëî
bq + r = a è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë b è a.
Òî÷íî òàê æå, êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b äåëèò ÷èñëî a−bq = r, òàê
÷òî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë b è r. Îòñþäà ñëåäóåò
ñîâïàäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé ïàð ÷èñåë a, b è b, r, ò.å. ðàâåíñòâî

(a, b) = (b, r). (2.1)

Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ çà-
ìåíÿòü ïàðó ÷èñåë a, b äðóãîé ïàðîé b, r. Çàìåòèì, ÷òî r < b, ò.å. îäíî èç äâóõ
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÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â àëãîðèòìå óìåíüøèëîñü. Ïîâòîðÿÿ íåñêîëüêî ðàç äå-
ëåíèå ñ îñòàòêîì è çàìåíÿÿ êàæäûé ðàç ïàðó öåëûõ ÷èñåë íîâîé ìû áóäåì
êàæäûé ðàç óìåíüøàòü îäíî èç äâóõ ÷èñåë (áîëüøåå), ó÷àñòâóþùèõ â ðàáîòå
àëãîðèòìà. ßñíî, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò îäíî èç ÷èñåë ñòàíåò ðàâíûì 0 è
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áóäåò ðàâåí âòîðîìó èç ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íåìíîãî ïîäðîáíåå. Ïîëîæèì r0 = a, r1 = b è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç r2, . . . , rn � ïîñëåäóþùèå äåëèòåëè â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Òîãäà
ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

a =r0 = bq1 + r2, 0 ≤ r2 < b,

b =r1 = r2q2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 ≤ r4 < r3, (2.2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 ≤ rn < rn−1,

rn−1 = rnqn.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà äåëåíèå ïðîèçîéäåò áåç îñòàòêà. Â ïðèâå-
äåííîì âûøå òåêñòå ïîñëåäíèé îñòàòîê rn+1 = 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì
(2.1) íàõîäèì

(a, b) = (b, r2) = (r2, r3) = (r3, r4) = · · · = (rn−1, rn) = (rn, 0) = rn.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí ïîñëåäíåìó äåëèòåëþ (îí
æå ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê) â àëãîðèòìå Åâêëèäà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â 1760ã. Ë. Ýéëåðîì è íîñèò åãî
èìÿ.

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Ýéëåðà). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, âçàèìíî ïðî-
ñòîãî ñ ìîäóëåì m, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ýéëåðà, â êîòîðîì m = p åñòü ïðî-
ñòîå ÷èñëî. Òîãäà ϕ(p) = p− 1 è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ìàëîé
òåîðåìîé Ôåðìà.

Òåîðåìà 2 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì a ÷èñëî ap−a = a(ap−1−1)
äåëèòñÿ íà p.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë,
à èìåííî, âû÷èñëèì (89, 55). Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, íàõîäèì

89 = 55 · 1 + 34, 55 = 34 · 1 + 21, 34 = 21 · 1 + 13,

21 = 13 · 1 + 8, 13 = 8 · 1 + 5, 8 = 5 · 1 + 3,

5 = 3 · 1 + 2, 3 = 2 · 1 + 1, 2 = 1 · 2 + 0.

Èòàê, (89, 55) = 1, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîíàäî-
áèëîñü 9 äåëåíèé ñ îñòàòêîì. ×èñëà 55 è 89 åñòü ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ íîìå-
ðàìè 10 è 11. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì Fi+1 = Fi + Fi−1 è íà÷àëüíûìè äàííûìè
F0 = 0, F1 = 1. Ïðèâåä¼ííîå âûøå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, è ýòî ëåãêî äîêà-
çàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë
(Fn, Fn+1) íóæíî íå ìåíåå n− 1 äåëåíèé ñ îñòàòêîì.

Äîêàçûâàåìàÿ äàëåå òåîðåìà Ëàìå, äà¼ò âåðõíþþ îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà
äåëåíèé ñ îñòàòêîì â àëãîðèòìå Åâêëèäà âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë, ò.å. äà¼ò âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ìîæåò ïîäõîäèòü î÷åíü áëèçêî ê âîçìîæíîé íèæíåé
îöåíêå, äîñòàâëÿåìîé ïðèìåðîì ñ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è. Òàêèì îáðàçîì îöåíêà
òåîðåìû Ëàìå î÷åíü òî÷íà.

Òåîðåìà 3 (Ëàìå, 1845). Ïóñòü a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè (a, b) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà áóäåò âûïîëíåíî íå áîëåå 5m
îïåðàöèé äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, ãäå m åñòü êîëè÷åñòâî öèôð â äåñÿòè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r0 = a è îáîçíà÷èì r1, r2, . . . , rn � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåëèòåëåé â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Òîãäà r1 = b,

ri−1 = qiri + ri+1, 0 ≤ ri+1 < ri, qi ∈ N, i = 1, 2, . . . , n− 1,

rn = (a, b).
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

ri ≥ λn−i, i = 1, 2, . . . , n, (2.3)

ãäå λ = 1+
√
5

2 = 1, 61... åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ λ2 − λ − 1 = 0.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî èíäåêñó i, äâèãàÿñü â îáðàòíîì íà-
ïðàâëåíèè îò n ê 1. Ïðè i = n èìååì rn ≥ 1 = λ0. Ïðè i = n − 1 íàõîäèì
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rn−1 ≥ rn + 1 ≥ 2 > λ, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) îïÿòü ñïðàâåäëèâî. Ïðåä-
ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k < n è íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i ≥ k.
Èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

rk−1 = qkrk + rk+1 ≥ rk + rk+1 ≥ λn−k + λn−k−1 = λn−k−1(λ+ 1) = λn−k+1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè i = k − 1. Ýòî äîêàçû-
âàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.3) ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Ïîñêîëüêó äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü b ñîäåðæèò m çíàêîâ, òî 10m > b, è

10m > b = r1 ≥ λn−1.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

m > (n− 1) log10 λ > (n− 1)/5.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó λ > 101/5 = 1, 58.... Òàêèì
îáðàçîì, n < 5m+ 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì Åâêëèäà ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî.
Àëãîðèòìû, â êîòîðûõ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-

öèé îöåíèâàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíüþ äëèíû çàïèñè åãî âõîäíûõ äàí-
íûõ, íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, à
òàêæå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ (íàïðèìåð, ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è
ñðàâíåíèé), ñâÿçàííûå ñ àëãîðèòìîì Åâêëèäà.

2.2 Ñèìâîëû Ëåæàíäðà è ßêîáè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê óçíàòü, ðàçðåøèìî èëè
íåò ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p > 2 êâàäðàòè÷íîå ñðàâíåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ñðàâíåíèå

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p), a, b, c ∈ Z, p - a,

ñâîäèòñÿ âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà ê ñðàâíåíèþ

x2 ≡ d (mod p), d ∈ Z. (2.4)

Îòâåò íàõîäèòñÿ òðèâèàëüíî â ñëó÷àå p | d, ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x ≡ 0
(mod p).

Åñëè p - d, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè (2.4) òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåí äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî. Ìû èçëîæèì íèæå ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ, îòñûëàÿ çà
äîêàçàòåëüñòâàìè ê [?].
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
d
p

)
åñòü ôóíêöèÿ îò äâóõ àðãóìåí-

òîâ: d åñòü öåëîå ÷èñëî, à p � ïðîñòîå íå÷åòíîå. Çíà÷åíèå ñèìâîëà Ëå-
æàíäðà ðàâíî 1, åñëè ñðàâíåíèå (2.4) ðàçðåøèìî, îíî ðàâíî −1, åñëè ýòî
ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé è îíî ðàâíî 0, åñëè p | d.

Îïðåäåëåííàÿ òàê ôóíêöèÿ îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñ-
ëÿòü å¼ çíà÷åíèÿ è òåì ñàìûì ïîëó÷àòü îòâåò íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñðàâ-
íåíèÿ (2.4). Ïðè ýòîì èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü ïðîñòîòó ÷èñåë, à èíîãäà
ðàñêëàäûâàòü ÷èñëà d íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî î÷åíü
òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Íèæå ìû îïèøåì áîëåå ñîâåðøåííûé ñïîñîá âû÷èñëå-
íèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ
ñëîæíîñòü è íå èñïîëüçóåò íè ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó, íè ðàçëîæåíèÿ
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â îñíîâå åãî ëåæèò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ôóíê-

öèþ
(
d
p

)
íà ìíîæåñòâî âñåõ ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë D,P , ãäå P �

ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïðîäîëæåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ íîñèò
íàçâàíèå ñèìâîë ßêîáè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü P = p1 · · · pr, ãäå pj � íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà,
D ∈ Z, (D,P ) = 1. Ñèìâîë ßêîáè

(
D
P

)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì(

D

P

)
=

(
D

p1

)
· · ·
(
D

pr

)
,

ãäå
(
D
pj

)
� çíà÷åíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Åñëè P � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñèìâîëû Ëåæàíäðà è ßêîáè ñî çíàìåíàòåëåì
P ñîâïàäàþò.

Âîîáùå ãîâîðÿ, çíà÷åíèå ñèìâîëà ßêîáè íå ñâÿçàíî ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñðàâ-
íåíèé.
Ïðèìåð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñðàâíåíèå x2 ≡ 2 (mod 15) íå èìååò ðåøå-
íèé. Òåì íå ìåíåå ñèìâîë ßêîáè â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí(

2

15

)
=

(
2

3

)
·
(
2

5

)
= (−1) · (−1) = 1.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäîáíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ñèìâîëà Ëåæàíä-
ðà.

Ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè

2. Åñëè a ≡ b (mod P ), òî
(
a
P

)
=
(
b
P

)
.
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3.
(
1
P

)
= 1;

(−1
P

)
= (−1)P−1

2 ;
(
2
P

)
= (−1)P

2−1
8 .

4.
(
ab
P

)
=
(
a
P

)
·
(
b
P

)
.

5. Åñëè P è Q � ïîëîæèòåëüíûå íå÷åòíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî(
P

Q

)
·
(
Q

P

)
= (−1)

P−1
2

Q−1
2 .

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
ñèìâîëà ßêîáè. Ïðè ýòîì íå èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòå-
ëè, à ëèøü âûäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, âõîäÿùàÿ â ðàçëîæå-
íèå ÷èñëèòåëÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð. Âûÿñíèòü, ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå

x2 ≡ 753 (mod 811)

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî 811 ïðîñòîå, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë ßêîáè:(

753

811

)
=

(
811

753

)
=

(
58

753

)
=

(
29

753

)
=

(
753

29

)
=

(
−1
29

)
= 1.

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿ 753 ≡ 1 (mod 8), 811 ≡
58 (mod 753), 753 ≡ −1 (mod 29), 29 ≡ 1 (mod 4). Èòàê, äàííîå â ïðèìåðå
ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî.

Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà ßêîáè, èñïîëüçîâàâøèéñÿ â ðàññìîòðåííîì
ïðèìåðå ìîæåò áûòü îôîðìëåí â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2. Äàííûå: Öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà Q è P > 2, P íå÷åò-
íî.
Íàéòè: Çíà÷åíèå ñèìâîëà ßêîáè

(
Q
P

)
.

1. Ïîëîæèòü s = 0, u = Q, v = P .
2. Íàéòè r � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà u
íà v, ò.å. öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u = vq + r, 0 < r < v;

âû÷èñëèòü öåëîå k ≥ 0 è íå÷åòíîå t, äëÿ êîòîðûõ r = 2kt; ïîëîæèòü

s ≡ s+ k · v
2 − 1

8
+

(t− 1)(v − 1)

4
(mod 2).
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3. Åñëè t = 1, ïîëîæèòü (
Q

P

)
= (−1)s.

ÑÒÎÏ.
4. Åñëè t ≥ 3, ïîëîæèòü u = v, v = t, ïåðåéòè â ïóíêò 2.

Äîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ñèìâîë
ßêîáè è ïîëó÷èì îöåíêó åãî ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ñèìâîë ßêîáè
(
Q
P

)
çà O(m)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå m åñòü êîëè÷åñòâî öèôð â äåñÿòè÷íîé çà-
ïèñè ìåíüøåãî èç ÷èñåë P, Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÷èñëî v óáûâàåò. Ýòî çíà÷èò,
÷òî àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâåð-
øèò ñâîþ ðàáîòó.

Îáîçíà÷èì áóêâîé n êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ àëãîðèòìà ÷åðåç ïóíêò 2. Ïóñòü
òàêæå sj, uj, vj � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s, u, v ïåðåä j-ì âõîäîì â ïóíêò
2. Òîãäà s1 = 0, u1 = Q, v1 = P . Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî j ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâ (

Q

P

)
= (−1)sj ·

(
uj
vj

)
, j = 1, . . . , n. (2.5)

Ïðè j = 1 ýòî ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü j < n è (2.5) ñïðà-
âåäëèâî. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 2 àëãîðèòìà â j-é ðàç áóäóò íàéäåíû
÷èñëà q, k, t, äëÿ êîòîðûõ uj = qvj + 2kt. Òîãäà(

uj
vj

)
=

(
2kt

vj

)
=

(
2

vj

)k
·
(
t

vj

)
= (−1)k

v2j−1

8 + t−1
2

vj−1

2

(vj
t

)
.

Ýòî ðàâåíñòâî âìåñòå ñ (2.5) çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè. Èòàê, ðàâåíñòâî (2.5)
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ j.

Ïðè j = n, ò.å. ïðè ïîñëåäíåì âûõîäå èç ïóíêòà 2) áóäåì èìåòü t = 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî,(

Q

P

)
= (−1)sn ·

(
un
vn

)
= (−1)sn

(
2

vn

)k
= (−1)sn+k

v2n−1
8 .

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ñèìâîëà

ßêîáè
(
Q
P

)
.
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà uj = vj−1, t = vj+1, íàõîäèì, ÷òî

vj−1 ≥ vj + vj+1, j ≥ 2.

Ïîëó÷èâøèåñÿ íåðàâåíñòâà, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ïðèâîäÿò ê
îöåíêå vj ≥ λn−j, äîêàçûâàþùåé ïðè j = 1, ÷òî n = O(lnP ) = O(m). Îöåíêà
êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå èìååò, î÷åâèäíî, òîò æå
ïîðÿäîê.

Êîíåö ïåðâîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 2.

2.3 Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ýòî
ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë èëè ìíîãî÷ëåíîâ, êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
êàêîìó-íèáóäü ìîäóëþ è äðóãèå ìíîæåñòâà. Ïóñòü òàêæå d � íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè
ad. Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìíîæåíèè íà
a ðåçóëüòàòà ïðåäøåñòâóþùåãî âû÷èñëåíèÿ, òðåáóåò d − 1 óìíîæåíèé. Äëÿ
íåêîòîðûõ ÷èñåë d âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû íàìíîãî áûñòðåå. Òàê,
íàïðèìåð, äëÿ d = 32 ìîæíî îáîéòèñü âñåãî ëèøü 5 óìíîæåíèÿìè

a2, a4 = (a2)2, a8 = (a4)2, a16 = (a8)2, a32 = (a16)2.

À äëÿ d = 23 äîñòàòî÷íî 6 óìíîæåíèé

a2, a3 = a2 · a, a5 = a3 · a2, a10 = (a5)2, a13 = a10 · a3, a23 = a13 · a10.

Ñëåäóþùèé îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ñòåïåíü ñóùåñòâåííî áûñòðåå òðèâè-
àëüíîãî.

Àëãîðèòì 3. Äàííûå: Ýëåìåíò a ∈ A è íàòóðàëüíîå ÷èñëî d.
Íàéòè: Ýëåìåíò ad.

1. Ïðåäñòàâèòü d â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ò.å. íàéòè òàêèå ÷èñëà
dj ∈ {0, 1}, ÷òî d = d02

r + · · ·+ dr−12 + dr, d0 = 1.
2. Ïîëîæèòü a0 = a è çàòåì äëÿ i = 1, . . . , r âû÷èñëèòü

ai = a2i−1 · adi. (2.6)

3. Ïîëîæèòü ad = ar.

Òåîðåìà 5. Àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ñòåïåíü ad. Îí èñïîëü-
çóåò äëÿ ýòîãî íå áîëåå 2[log2 d] óìíîæåíèé â êîëüöå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , r ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ai = ad02
i+···+di. (2.7)

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. d0 = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ (2.7) â ðàâåíñòâî ai+1 = a2i ·adi+1, íàõîäèì ðàâåíñòâî (2.7) äëÿ ai+1.
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Ýòî äîêàçûâàåò (2.7) äëÿ âñåõ i. Ïðè i = r ïîëó÷àåì ar = ad, ÷òî äîêàçûâàåò
êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì c(d) êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé,
íåîáõîäèìûõ àëãîðèòìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ad. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî d íåðà-
âåíñòâî

c(d) ≤ 2[log2 d]. (2.8)

Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî m = d02
r−1 + · · ·+ dr−1. Òîãäà d = 2m+ dr ≥ 2m.

Ïðè d = 1, 2 íåðàâåíñòâî (??), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü òåïåðü d ≥ 3.
Â ñèëó àëãîðèòìà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

c(d) = c(m) + 1 + dr ≤ c(m) + 2 ≤ 2[log2m] + 2 = 2[log2 2m] ≤ 2[log2 d],

äîêàçûâàþùèå íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è A = Z/mZ � êîëüöî âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m. Àëãîðèòì ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé â êîëüöå âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ýéëåðà óòâåðæäàåò, ÷òî aϕ(m) ≡ 1
(mod m), ãäå ϕ(m) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ïîýòîìó, çàìåíèâ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
d åãî îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà ϕ(m) (íà ÷òî ïîòðåáóåòñÿ îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ
îïåðàöèÿ), çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ad (mod m) âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ
d ≤ ϕ(m). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â
êîëüöå âû÷åòîâ Z/mZ åñòü O(lnm).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî â ñèëó îäíîãî èç
ñâîéñòâ ñèìâîëà Ëåæàíäðà èìååì(

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p),

òàê ÷òî àëãîðèòì 3 äàåò äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà çà
O(log p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü R � êîëüöî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ u0, u1, u2, . . .
∈ R çàäàíà ðåêóððåíòíî

un = a1un−1 + · · ·+ ahun−h, n ≥ h, aj ∈ R.

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòüR = Z/mZ. Êàê âû÷èñëèòü ud äëÿ çàäàííîãî èíäåêñà
d? Ââåäåì äëÿ ýòîãî âåêòîðà

un = (un, un−1, . . . , un−h+1), n ≥ h.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî un = un−1 ·M , ãäå

M =


a1 1 0 · · · 0
a2 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
ah−1 0 0 · · · 1
ah 0 0 · · · 0

 ,

� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èç h ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ ýëåìåíòàìè â êîëüöå R. Î÷å-
âèäíî ðàâåíñòâî un = uh · Mn−h, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå ud
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ Md−h â êîëüöå A êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà h ñ
ýëåìåíòàìè â R. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ud òàêèì ñïîñîáîì îöåíèâàåòñÿ âå-
ëè÷èíîé O(h ln d), ãäå ïîñòîÿííàÿ â O(·) àáñîëþòíà.

2.4 Àëãîðèòì Êàðàöóáû óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.

Îáû÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ n - çíà÷íûõ ÷èñåë "ñòîëáèêîì" òðåáóåò n2 ïå-
ðåìíîæåíèé öèôð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû,
èñïîëüçóþùèå ñóùåñòâåííî ìåíüøå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Ïåðâûé òàêîé ìå-
òîä áûë ïðåäëîæåí â 1962ã. À.À. Êàðàöóáîé.

Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îíè èìåþò ïî [log2 a]+1
è [log2 b] + 1 öèôð â äâîè÷íîé çàïèñè. Ïóñòü n � ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî,
òàêîå ÷òî

max
(
[log2 a] + 1, ≤ 2n è [log2 b] + 1

)
≤ 2n.

Òîãäà a, b íå áîëåå ÷åì 2n - ðàçðÿäíûå öåëûå ÷èñëà.
Îïèñûâàåìûé íèæå àëãîðèòì ñâîäèò çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ÷èñåë a è b ê

íåñêîëüêèì óìíîæåíèÿì ÷èñåë, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íà ïðå-
âîñõîäèò k = 2n−1, è ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ê ýòèì íîâûì ÷èñëàì. Âû-
÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû
îí îáðàùàåòñÿ ê ñàìîìó ñåáå, íî ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè. Âîçíèêàþùåå
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî îáðàùåíèé â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèò çàäà÷ó ê íåêîòî-
ðûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíèå àëãîðèòìà
ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì.

Ïðåäñòàâèì ÷èñëà a è b â âèäå

a = a1 + 2ka2, b = b1 + 2kb2,

ãäå a1, a2, b1, b2 � ÷èñëà, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íå ïðåâîñõîäèò k.
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ab = a1b1 + 2k(a1b2 + a2b1) + 22ka2b2

18



è
ab = a1b1 + 2k((a1 + a2)(b1 + b2)− (a1b1 + a2b2)) + 22ka2b2. (2.9)

Ïåðâîå èç íèõ äà¼ò òàê íàçûâàåìûé øêîëüíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ (öèôðà
óìîæàåòñÿ íà öèôðó, à ïîòîì ðåçóëüòàòû ñêëàäûâàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè -
ñòåïåíÿìè äâîéêè). Ýòîò àëãîðèòì ïîòðåáóåò n2 óìíîæåíèé öèôð â äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñåë a è b.

Îáñóäèì ïîäðîáíåå àëãîðèòì, ïðîèñõîäÿùèé îò âòîðîãî òîæäåñòâà. ×èñëà
a1 + a2 è b1 + b2 ìîãóò èìåòü â äâîè÷íîé çàïèñè äëèíó k + 1, íî èõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

a1 + a2 = α + 2a3, b1 + b2 = β + 2b3,

ãäå ÷èñëà a3 è b3 èìåþò äëèíó íå áîëüøå, ÷åì k, à ÷èñëà α è β ñóòü íóëè èëè
åäèíèöû. Ñòàëî áûòü, (2.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ab = a1b1 + 2k(αβ + 2αb3 + 2βa3 + 4a3b3 − (a1b1 + a2b2)) + 22ka2b2. (2.10)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü äâîéêè (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî�
íàïðîñòî ïðèïèñûâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà íóëåé) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñ-
ëåíèþ òðåõ ïðîèçâåäåíèé a1b1, a2b2 è a3b3, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì ÷èñåë äëèíû íå áîëåå, ÷åì k = 2n−1. Ê ýòèì òðåì ïðîèçâåäåíèÿì
ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿåì îïèñàííûå ðàññóæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ äàííûì ìåòîäîì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë, äëèíà êî-
òîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íå ïðåâîñõîäèò 2n. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà
C, ÷òî L0 ≤ C è

Ln ≤ 3Ln−1 + 2nC, n ≥ 1.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè íàõîäèì, ÷òî

Ln ≤ C(3n+1 − 2n+1).

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ln−1 ≤ C(3n − 2n), ïîëó÷àåì:

Ln ≤ 3C(3n − 2n) + C2n = C(3n+1 − 2n+1).

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî 2n−1 < [log2 a] + 1, ïðè a ≥ b ≥ 2 çàêëþ÷àåì

Ln ≤ C · 3n+1 = 3C · (2n)log2 3 < 3C · (2[log2 a] + 2)log2 3 =

= 9C · ([log2 a] + 1)log2 3.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è a ≥ b, òî ïåðåìíîæèòü
èõ ìîæíî íå áîëåå, ÷åì çà 9C ·mlog2 3 áèòîâûõ îïåðàöèé, ãäå m = [log2 a] + 1
- êîëè÷åñòâî öèôð â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a.
Êîíåö âòîðîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 3.

2.5 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû îòñåèâàíèÿ ñîñòàâíûõ ÷è-

ñåë.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå àëãîðèòìû îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿäó äåòåðìèíèðîâàííûõ.
Òàê íàçûâàþò àëãîðèòìû, â êîòîðûõ ðåçóëüòàò êàæäîãî øàãà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäøåñòâóþùèìè âû÷èñëåíèÿìè. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò è äðó-
ãèå òèïû àëãîðèòìîâ, òàê íàçûâàåìûå âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû, âåñüìà óäîá-
íûå íà ïðàêòèêå.

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøîå. Îíî ìîæåò áûòü
ëèáî ñîñòàâíûì, ëèáî ïðîñòûì. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå âàæ-
íûå â ñâÿçè ñ ïîèñêàìè èëè ïîñòðîåíèåì áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë çàäà÷è.
1. N � cîñòàâíîå ÷èñëî, è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ýòî.
2. N � ïðîñòîå ÷èñëî, è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ýòî.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïåðâàÿ èç çàäà÷. Ìû ïî-
êàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî áûñòðûå âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû, ðå-
øàþùèå åå è íå èñïîëüçóþùèå ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå N íà ìíîæèòåëè.

Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî a, 1 < a < N . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a,N) > 1, òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Óñëîâèå (a,N) > 1 ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ (a,N) ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà Åâêëèäà.

2) Åñëè (a,N) = 1 è aN−1 6≡ 1 (mod N), òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà, è åãî òàêæå ëåãêî

ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.
Ê ñîæàëåíèþ, óòâåðæäåíèé 1)-2) íå äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî-

ãî, ÷òî èñïûòûâàåìîå ÷èñëî N � ñîñòàâíîå. Ñóùåñòâóþò ñîñòàâíûå ÷èñëà,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå aN−1 ≡ 1 (mod N) ïðè ëþáîì öåëîì
a, (a,N) = 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîñòàâíîå ÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà, åñëè
ïðè ëþáîì a, (a,N) = 1, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aN−1 ≡ 1 (mod N). (2.11)

Ïðèìåð 1. N = 561 = 3 · 11 · 17.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî a, (a, 561) = 1, èìååì (a, 3) = (a, 11) = (a, 17) = 1 è
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ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ

a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11), a16 ≡ 1 (mod 17).

Òàê êàê 560 äåëèòñÿ íà 2, 10 è 16, òî ÷èñëî a560 − 1 äåëèòñÿ íà êàæäóþ èç
ðàçíîñòåé a2−1, a10−1, a16−1. Çíà÷èò, a560−1 äåëèòñÿ íà 3, 11, 17 è ïîòîìó
äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, ò.å. äåëèòñÿ íà 561. ×èñëî 561 åñòü ÷èñëî
Êàðìàéêëà.

Â 1994ã. áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë Êàðìàéêëà áåñêîíå÷íî. Ñó-
ùåñòâîâàíèå ÷èñåë Êàðìàéêëà ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ ñâîéñòâ
1)-2) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîñòîòû ÷èñåë. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâî-
ëÿåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåøàòü ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó.

Òåñò 1 (Ìèëëåð - Ðàáèí). Ïóñòü N > 2 � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà s, t ðàâåíñòâîì N − 1 = 2st, ãäå t íå÷åòíî. Âûáåðåì
öåëîå ÷èñëî a, a > 1.
1) Åñëè (a,N) > 1, òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.
2) Åñëè (a,N) = 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

at 6≡ 1 (mod N), a2
kt 6≡ −1 (mod N), k = 0, 1, . . . , s− 1, (2.12)

òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

aN−1 − 1 = (at − 1)(at + 1)(a2t + 1) · · · (a2s−1t + 1).

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà îáå ÷àñòè ïîñëåäíå-
ãî ðàâåíñòâà äîëæíû äåëèòüñÿ íà N . Ïîñêîëüêó N � ïðîñòîå, òî õîòÿ áû
îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà äîëæåí äåëèòüñÿ íà
N . Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.12) áóäåò íàðóøåíî. Ýòî äîêàçûâàåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåñòà Ìèëëåðà - Ðàáèíà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîM(N) ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë a ∈ Z, 1 ≤ a < N, (a,N) =
1, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.12).

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî #M(N) = N − 1. Ýòî ñëåäóåò èç ñïðàâåä-
ëèâîñòè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåñòà Ìèëëåðà - Ðàáèíà. Äëÿ ñîñòàâíûõ N
ìíîæåñòâî M(N) áóäåò äîñòàòî÷íî ìàëûì. Òî÷íåå, âûïîëíÿåòñÿ äîêàçàííîå
â 1984ã. Ðàáèíîì óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü N � íå÷åòíîå ñîñòàâíîå ÷èñëî, N 6= 9. Òîãäà #M(N) ≤
1
4ϕ(N).
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Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Îíî ýëåìåíòàðíî, íî
äëèííî, ñì. êíèãó [?].

Ïðèìåð 2. Äëÿ N = 9 èìååì M(9) = {1, 8} è #M(9) = 2 = 1
3ϕ(9).

Ïðèâåä¼ííûé íèæå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, óäîñòîâåðÿåò, ÷òî çàäàííîå
÷èñëî � ñîñòàâíîå, åñëè îíî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà òåñòå
Ìèëëåðà-Ðàáèíà.

Àëãîðèòì 4. Äàííûå: Íå÷åòíîå ÷èñëî N > 9, ïîâèäèìîìó, ñîñòàâíîå.
Äîêàçàòü: ×èñëî N ñîñòàâíîå.

1) Âû÷èñëèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t òàêèå, ÷òî N − 1 = 2st è t íå÷åòíî.
2) Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî a, 1 < a < N è ïðîâåðèòü âûïîëíè-
ìîñòü óñëîâèé 1) è 2) òåñòà Ìèëëåðà - Ðàáèíà.
3) Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé òåñòà âûïîëíåíî, òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå;
ÑÒÎÏ.
4) Åñëè îáà óñëîâèÿ òåñòà íàðóøàþòñÿ, òî ïåðåéòè â ïóíêò 2.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ýòîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà, ÷òî íóæíî äëÿ
ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñðåä-
íåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, îíî æå èíîãäà íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå âðåìåíè ðàáîòû.

Äîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîá-
õîäèìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà, ò.å. åãî ñëîæíîñòü, íå ïðå-
âîñõîäèò c0 · lnN .1

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâîM(N), êîëè÷åñòâî åãî ýëåìåíòîâ îöåíè-
âàåòñÿ â òåîðåìå 6, ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë a ∈ Z, 1 ≤ a < N, (a,N) = 1, äëÿ
êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.12). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
öåëîå ÷èñëî a, 1 ≤ a < N, íå ïðèíàäëåæàùåå ýòîìó ìíîæåñòâó, ïîäòâåð-
äèò ñ ïîìîùüþ òåñòà Ìèëëåðà - Ðàáèíà, ÷òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå. Çíà÷èò ïðè
ñëó÷àéíîì âûáîðå a ìû ñ âåðîÿòíîñòüþ

ρ =
N − 1−#M(N)

N − 1
≥ 1− 1

4

ϕ(N)

N − 1
≥ 3

4

ïîïàäàåì íà õîðîøåå a (äîêàçûâàþùåå íåïðîñòîòó N). Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü
îöåíêà ñâåðõó #M(N) ≤ 1

4ϕ(N) êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M(N),
ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë N > 9, ñì. òåîðåìó 6.

1Çäåñü è äàëåå áóêâîé c ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå, ò.å. ïîñòîÿííûå,
íå çàâèñÿùèå íè îò êàêèõ ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà, íàïðèìåð 3, π èëè e2.
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Ïóñòü Ak � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðè k èñïûòàíèÿõ k− 1 ðàç ïî-
ïàäàëèñü ïëîõèå a è â k-é ðàç ïîïàëîñü õîðîøåå. Òîãäà p(Ak) = (1− ρ)k−1ρ.
Òàê êàê òåñò Ìèëëåðà � Ðàáèíà èñïîëüçóåò òîëüêî âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ N , òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì a äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé òåñòà 2 òðåáóåòñÿ íå áîëåå c1 lnN
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ ïðîâåðêè æå ïðèíàäëåæíîñòè a ∈ Ak ïîòðå-
áóåòñÿ íå áîëåå c1k lnN àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïîýòîìó ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå íå ïðåâîñõîäèò

c1 lnN ·
∞∑
k=1

k(1− ρ)k−1ρ = ρ · c1 lnN
∞∑
k=1

k(1− ρ)k−1

Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
∑∞

k=1 x
k = −1 + 1

1−x , íàõîäèì

∞∑
k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
.

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ïðè x = 1 − ρ ïîëóàåì, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ρ−1c1 lnN ≤
4c1
3 lnN = c2 lnN .

Íà ïðàêòèêå àëãîðèòì 4 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé îáùåé ñòðà-
òåãèè äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë. Åñëè çàäàííîå ÷èñëî N , î êîòîðîì íå
èçâåñòíî ïðîñòîå îíî èëè ñîñòàâíîå, ïðîøëî äîñòàòî÷íî ìíîãî øàãîâ àëãî-
ðèòìà 4, òî îíî íàâåðíîå áóäåò ïðîñòûì. Âåäü âåðîÿòíîñòü ñîñòàâíîìó ÷èñëó
N âûäåðæàòü d èñïûòàíèé íå ïðåâîñõîäèò 4−d. Íàïðèìåð, ïðè d = 100 îíà
íè÷òîæíî ìàëà 4−100. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ òîëüêî âîïðîñ, êàê äîêàçàòü,
÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå?
Êîíåö òðåòüåé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 4.

2.6 Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû áîëüøèõ ÷èñåë

Â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû îáñóäèì òàê íàçûâàåìûå (N − 1) - ìåòîäû
äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë. Îíè ïîçâîëÿþò, èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþ èí-
ôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N − 1, çàêëþ÷èòü, ÷òî N -
ïðîñòîå ÷èñëî. Ñóùåñòâóþò òàêæå (N +1) è (N 2+1) - ìåòîäû, åñòü è äðóãèå
îáîáùåíèÿ èçëàãàåìûõ íèæå èäåé, íî ìû èõ çäåñü êàñàòüñÿ íå áóäåì.

Òåîðåìà 7 (Ëåìåð, Ïîêëèíãòîí). Ïóñòü N íå÷åòíî, N − 1 = F ·R, ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà F ñ íåêîòîðûì öåëûì b âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
b(N−1)/q − 1, N

)
= 1. (2.13)

Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

p ≡ 1 (mod F )

Â ñëåäóþùåì äàëåå äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë νq(a),
îáîçíà÷àþùèé äëÿ ëþáîãî öåëîãî a è ïðîñòîãî q êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé q âõî-
äèò â ðàçëîæåíèå a íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü N , q � ïðîñòîé äåëèòåëü F è
b � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (2.13). Ïåðâîå èç ñðàâíåíèé (2.13) îçíà÷àåò, ÷òî
b íå äåëèòñÿ íà p. Îáîçíà÷èì a = bR. Òîãäà a íå äåëèòñÿ íà p è ïî ìàëîé
òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå ap−1 ≡ 1 (mod p). Îáîçíà÷èì áóêâîé
d íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod p). Ðàçäåëèì p− 1
íà d ñ îñòàòêîì: p− 1 = ud+ v, ãäå 0 ≤ v < d. Òîãäà

1 ≡ ap−1 = (ad)u · av ≡ av (mod p).

Åñëè v > 0, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îïðåäåëåíèåì d. Ïîýòîìó v = 0,

d|(p− 1) è νq(d) ≤ νq(p− 1). (2.14)

Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

aF ≡ 1 (mod p), aF/q 6≡ 1 (mod p).

Îòñþäà òî÷íî òàê æå, êàê è (2.14) âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà d|F è d - F/q, ÷òî
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà

νq(F ) = νq(d). (2.15)
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Èç (2.14) è (2.15) íàõîäèì

νq(F ) = νq(d) ≤ νq(p− 1).

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q
÷èñëà F , òî F |p− 1 èëè p ≡ 1 (mod F ).

Ïðèâåä¼ì äâà ñëåäñòâèÿ òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðîñòîòû
÷èñåë. Åñëè èçâåñòíà äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿN−1 íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè, òî èíîãäà ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ïðîñòîòå N .

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

R ≤ F + 1

òî N � ïðîñòîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 êàæäîå ïðîñòîå p|N óäîâëåòâîðÿåò ñðà-
âíåíèþ p ≡ 1 (mod F ) è, çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó p ≥ 1 + F .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N � ñîñòàâíîå. Òîãäà

(F + 1)2 ≤ N = FR + 1 ≤ F 2 + F + 1.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, R � ÷¼òíîå ÷èñëî, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì R ≤ 4F + 2 è N = FR + 1. Åñëè

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
bR − 1, N

)
= 1. (2.16)

ñ íåêîòîðûì öåëûì b èç ïðîìåæóòêà 1 < b < N , òî N � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ïðè q = F êàæäîå ïðîñòîå p, äåëÿùåå
N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod F ). Êðîìå òîãî, p íå÷åòíî, òàê ÷òî
p ≡ 1 (mod 2F ) è p ≥ 2F + 1. Äëÿ ñîñòàâíîãî N èìååì íåðàâåíñòâà

(2F + 1)2 ≤ N = FR + 1 ≤ 4F 2 + 2F + 1,

÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, N � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííîå ÷èñëî N äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì, è ìû õîòèì äîêàçàòü ýòî ñ ïîìîùüþ Ñëåäñòâèÿ 2. Åñëè ïðè âû-
áðàííîì b óñëîâèÿ (2.13) íàðóøàþòñÿ, íóæíî âûáðàòü äðóãîå çíà÷åíèå b è
ïîâòîðÿòü ýòè îïåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà òàêîå ÷èñëî íå áóäåò îáíàðóæåíî.
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Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ñêîëü äîëãî ïðèä¼òñÿ ïåðåáèðàòü ÷èñëà b, ïîêà íå áó-
äåò íàéäåíî òàêîå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.13). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ïðîñòîãî ÷èñëàN ïåðâîå óñëîâèå (2.13), ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ âñåãäà. Òå æå ÷èñëà b, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ âòîðîå óñëîâèå
(2.13), óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ bR ≡ 1 (mod N). Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå
xR = 1 â ïîëå âû÷åòîâ Z/NZ èìååò íå áîëåå R ðåøåíèé. Îäíî èç íèõ �
x = 1. Ïîýòîìó íà ïðîìåæóòêå 1 < b < N èìååòñÿ íå áîëåå R− 1 ÷èñåë, äëÿ
êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.13). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âûáèðàÿ ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì ÷èñëî b íà ïðîìåæóòêå 1 < b < N , ïðè ïðîñòîì N ìîæíî ñ
âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé, ÷åì 1 − F−1, íàéòè ÷èñëî b, äëÿ êîòîðîãî áóäóò âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2, è òåì äîêàçàòü, ÷òî N äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì.

Ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì ïðîñòîå ÷èñëî N áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðà-
âåíñòâó N > F 2, ò.å. áóäåò çàïèñûâàòüñÿ âäâîå áîëüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð,
÷åì èñõîäíîå ïðîñòîå ÷èñëî F . Çàìåíèâ òåïåðü ÷èñëî F íà íàéäåííîå ïðîñòîå
÷èñëî N è ïîâòîðèâ ñ ýòèì íîâûì F âñå óêàçàííûå âûøå äåéñòâèÿ, ìîæíî
ïîñòðîèòü åùå áîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî. Íà÷àâ ñ êàêîãî-íèáóäü ïðîñòîãî ÷èñëà,
ñêàæåì, çàïèñàííîãî 10 äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè (ïðîñòîòó åãî ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì íà ìàëåíüêèå òàáëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà), è ïîâòî-
ðèâ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòûå
÷èñëà íóæíîé âåëè÷èíû.

Àëãîðèòì 5. Äàííûå: Áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî M . Àëãîðèòì
ñòðîèò ïðîñòîå ÷èñëî N , ïðåâîñõîäÿùåå ãðàíèöó M .

1) Îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òàáëèö ïðîñòîå ÷èñëî F , ïðåâîñõî-
äÿùåå 105. Îïðåäåëèòü ñ÷¼ò÷èê S1 è ïîëîæèòü S1 = 0.
2) Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷¼òíîå ÷èñëî R èç ïðîìåæóòêà F ≤ R ≤
4F+2 è ïîëîæèòü N = FR+1. Åñëè ÍÎÄ[N, 15015] > 1, ïîâòîðèòü ïóíêò
2.
3) Âû÷èñëèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t òàêèå, ÷òî N − 1 = 2st è t íå÷åòíî.
4) Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî a, 1 < a < N . Åñëè
• (a,N) > 1 èëè
• (a,N) = 1 è

at 6≡ 1 (mod N), a2
kt 6≡ −1 (mod N), k = 0, 1, . . . , s− 1, (2.17)

òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî. Ïåðåéòè â ïóíêò 2). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óâåëè÷èòü
ñ÷¼ò÷èê S1 íà 1 è, åñëè S1 < 20, ïåðåéòè â ï. 4. Åñëè æå S1 = 20, ïîëîæèòü
S1 = 0 è S2 = 0, ïåðåéòè â ï. 5).
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5) Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì b èç ïðîìåæóòêà 1 < b < N . Åñëè N íå
óäîâëåòâîðÿåò õîòÿ áû îäíîìó èç óñëîâèé

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
bR − 1, N

)
= 1, (2.18)

òî
5.1) ïðè S2 < 10 óâåëè÷èòü S2 íà 1 è ïîâòîðèòü ïóíêò 5).
5.2) Â ñëó÷àå æå S2 = 10, ïåðåéòè â ïóíêò 4.
6) Åñëè N óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óñëîâèÿì (2.18) è
6.1) N < M , ïîëîæèòü F = N è ïåðåéòè â ïóíêò 2.
6.2) N ≥ M , àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, íóæíîå ïðîñòîå ÷èñëî ïîñòðîå-
íî.

2.7 Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà. Ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé

ìåòîä.

Â äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû îáñóæäàëè âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèò-
ìû, êîòîðûå, âïðî÷åì, äàþò ñîâåðøåííî âåðíûå ðåçóëüòàòû. Ëèøü îöåíêè èõ
âðåìåíè ðàáîòû íîñÿò óñðåäí¼ííûé õàðàêòåð. Íàïðèìåð, åñëè íàòóðàëüíûå
÷èñëà N è a âçàèìíî ïðîñòû è aN−1 6≡ 1 (mod N), ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ
óòâåðæäàòü, ÷òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî. Íàì íå èçâåñòíû íåòðèâèàëüíûå íàòó-
ðàëüíûå ñîìíîæèòåëè, íà êîòîðûå ðàñêëàäûâàåòñÿ ýòî ÷èñëî, íî ìû çíàåì,
÷òî îíè ñóùåñòâóþò. À ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, îòñåèâàþùåãî ñîñòàâíûå ÷èñëà,
ïî-ñóùåñòâó, îöåíèâàåòñÿ ñðåäíèì âðåìåíåì ðàáîòû, íåîáõîäèìîé äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà a.

Â âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëó÷àéíûé âûáîð êàêèõ-ëèáî
÷èñåë íà íóæíîì ïðîìåæóòêå. Êîíå÷íî, ó êàæäîãî åñòü ñâî¼ ïðåäñòàâëåíèå,
êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñëó÷àéíîé, íî âìåñòå ñ òåì, ïî-
íÿòíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóåìîãî êîì-
ïüþòåðîì, ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ïîñòðîèøü. Ìîæíî ëèøü ïî-
ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìèòèðóþùóþ òå èëè èíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíû-
ìè, à óñïåõ âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî èñïîëüçó-
åìàÿ â í¼ì ïñåâäîñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì
ê ñëó÷àéíîé.

Â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûë òàê íàçûâàåìûé ëèíåéíûé êîí-
ãðóýíòíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â 1948ã. Ä. Ëåìåðîì. Íóæíàÿ ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü âîçíèêàëà ïî ïðàâèëó

xn+1 ≡ a · xn + b (mod m), 0 ≤ xn+1 < m, n ≥ 0, (2.19)

ãäå a, b,m è x0 - íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.
Âûáîð ïàðàìåòðîâ - íåïðîñòàÿ çàäà÷à, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äàëåå ïðè-
ìåðû.
Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, n ≥ 0, îïðåäåë¼ííàÿ óñëîâèÿìè

xn+1 ≡ 1986xn + 35491 (mod 216), n ≥ 0, x0 = 1181,

èìååò âèä

1181, 21661, 62661, 13469, 46237, 46237, 46237, . . . .

Âñå å¼ ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîãî ìåñòà, îäèíàêîâû, ÷òî, êîíå÷íî, íå ñâîéñòâåí-
íî ñëó÷àéíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëàì

xn+1 = f(xn) (mod m), n ≥ 0, 0 ≤ xn+1 < m, (2.20)

ãäå x0 - ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è f(x) - ôóíêöèÿ, îïðå-
äåë¼ííàÿ äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è ïðèíèìàþùàÿ öåëûå çíà-
÷åíèÿ, áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé, à äëèíà å¼ ïåðèîäà íå ïðåâîñõîäèò m. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò ðîâíî m ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ f(xn) (mod m), 0 ≤ n ≤ m, ñîñòîÿùåå èç
m+ 1 êëàññîâ âû÷åòîâ, äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà îäèíàêîâûõ
ýëåìåíòà. Åñëè f(xk) ≡ f(x`) (mod m), 0 ≤ ` < k ≤ m, òî

xk+1 ≡ f(xk) ≡ f(x`) ≡ x`+1 (mod m).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 ≤ x`+1 < m, 0 ≤ xk+1 < m è ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà m, çàêëþ÷àåì, ÷òî xk+1 = x`+1 è f(xk+1) = f(x`+1). Äàëåå òî÷íî òàê
æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî xk+2 = x`+2 è âîîáùå xn+k−` = xn äëÿ ëþáîãî n ≥ `.
Èòàê, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà ` ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷í¼ò ïîâòîðÿòüñÿ ñ ïåðèîäîì
k − ` ≤ m.

Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî æåëàíèå âûáèðàòü â êà÷åñòâå ïñåâäîñëó÷àéíûõ, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, èìåþùèå, ïî âîçìîæíîñòè, áîëüøèé ïåðèîä. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå. Äëèíà ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.19) áóäåò ìàêñèìàëü-
íîé (ðàâíîé m) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà:

1. b è m âçàèìíî ïðîñòû,
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2. a− 1 êðàòíî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà m,
3. åñëè m êðàòíî 4, òî è (a− 1) äåëèòñÿ íà 4.
Ìû íå áóäåì çäåñü äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ñì. .
Ïðèìåðû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn+1 ≡ 19381 · xn + b (mod 216)

ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì b è ëþáîì x0 èìåþò ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé ïåðèîä
216 = 65536. Òàê áóäåò, íàïðèìåð, ïðè b = x0 = 1. Åñëè æå ìû âîçüì¼ì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåë¼ííóþ óñëîâèÿìè

xn+1 ≡ 19381 · xn + 29772 (mod 216)], x0 = 1,

òî îíà áóäåò èìåòü âèä

1, 49153, 32769, 16385, 1, 49153, 32769, 16385, 1, . . . .

Ïåðèîä å¼ ðàâåí 4, êîíå÷íî æå îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíîé.
Ñâîéñòâî èìåòü ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä åù¼ íå îáåñïå÷èâàåò õîðîøèå ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ñëó÷àéíîñòè ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, ðåêóððåíò-
íîå óðàâíåíèå

xn+1 ≡ xn + 1 (mod 216), x0 = 1,

îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà

1, 2, 3, 4, . . . , 65534, 65535, 0, 1, 2, 3, 4, . . . ,

î÷åâèäíî íå ñëó÷àéíóþ.
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèåì

xn+1 = 16565 · xn + 4051, n ≥ 0, x0 = 1. (2.21)

Íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

1, 20616, 65531, 52298, 37, 27132, 65279, 6686, 1801, 18736, 52931,

65458, 22701, 548, 37703, 61702, 63761, 26840, 12427, 8730

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä è íà ïåðâûé âçãëÿä âû-
ãëÿäèò êàê ñëó÷àéíàÿ. Òåì íå ìåíåå èñïîëüçîâàòü å¼, êàê ïñåâäîñëó÷àéíóþ
íå èìååò ñìûñëà, âåäü äëÿ âñåõ n ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

xn+2 + 7xn − 2 ≡ 0 (mod [)2(16)]. (2.22)
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Ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè óñëîæíèòü ôóíêöèþ f(x), ñòîÿùóþ â (2.20), ñ
òåì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå (2.22), è äðóãèå íåæåëàòåëü-
íûå ýôôåêòû. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìàòðèâàëèñü ïîëèíîìû âòîðîé è òðåòüåé ñòå-
ïåíè, äðîáíî ëèíåéíûå ôóíêöèè. Ïàðàëëåëüíî ðàçðàáàòûâàëèñü òåñòû äëÿ
ïðîâåðêè ñâîéñòâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïåð-
ñïåêòèâíåå îêàçàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ðåêóððåíòíîì îïðåäåëåíèè êî-
òîûõ ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèè îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð

xn+q = f(xn+q−1, xn+q−2,...,xn+1,xn),

èìåþùèå ñóùåñòâåííî áîëüøóþ äëèíó ïåðèîäà.
Â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîíñòðóèðóåìûå

ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî êîíãðóýíòíîãî ìåòîäà íå èñïîëüçóþòñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîñòðîèòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî çàïèñûâàåìîå â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
1024 öèôðàìè 0 è 1, à â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî íèæíÿÿ ãðàíèöà âåëè÷èíû äî-
ïóñòèìûõ ïðîñòûõ ÷èñåë â çàäà÷àõ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, íóæíî
ïðèëîæèòü äðóã ê äðóãó 64 ñëó÷àéíûõ ÷èñëà, çàïèñûâàåìûå 16 áèòàìè. Ïðè
ýòîì äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà èõ íåçàâèñèìîñòü. Â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìå-
ðå (2.21) óæå ñîñåäíèå òðè ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ñ
ìàëåíüêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû ðàñêàæåì î òîì,
êàê ñòðîèòü ïñåâäîñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë ðàçìåðîì, ñêàæåì
â 256 áèòîâ. ×òîáû ïîñòðîèòü ïñåâäîñëó÷àéíîå ÷èñëî ðàçìåðîì â 1024 áèòà,
äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòü ðÿäîì2 4 ÷ëåíà ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ 256 áèòàìè. Â ýòîé êîíñòðóêöèè èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå õåø-ôóíêöèè.

Êîíåö ÷åòâ¼ðòîé ëåêöèè.

2Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîíêàòåíàöèåé.
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Ëåêöèÿ 5.

2.8 Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íîñÿò ðåêóðñèâíûé õàðàê-
òåð. ×òîáû ïîñòðîèòü áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, íóæíî ïîñòðîèòü âîçðàñòàþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë. ×èñëî íóæíîãî ðàçìåðà ïîÿâëÿåòñÿ
â êîíöå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷ëåíû æå å¼ ïðèíàäëåæàò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè óìåíüøàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ, ñ ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ àë-
ãîðèòì. Ýòà êîíñòðóêöèÿ âìåñòå ñî âñåìè ïîÿñíåíèÿìè îáñóæäàåòñÿ â íàñòî-
ÿùåì ïàðàãðàôå.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî íàòó-
ðàëüíîãîN ≥ 11 ïîñòðîèòü ïðîñòîå ÷èñëî Q, ëåæàùåå íà ïðîìåæóòêå
2N−1 ≤ Q < 2N .

1. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà N ≤ 18 òðåáóåìîå ïðîñòîå ÷èñëî ìîæíî íàéòè íåïî-
ñðåäñòâåííî. Íàïðèìåð, íà ïðîìåæóòêå îò 217 äî 218 èõ èìååòñÿ 10749 øòóê,
è êàæäîå ñîñòàâíîå ÷èñëî ýòîãî ïðîìåæóòêà äåëèòñÿ íà êàêîå íèáóäü ïðîñòîå
p < 29 = 512. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà â íóæíîì ìàëåíüêîì ïðîìå-
æóòêå (ïðàâûé êîíåö íå ïðåâîñõîäèò 218) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì
ïðîáíûõ äåëåíèé, ñì. ïîäðàçäåë 2.10.1.

Äàëåå áóäåò íàéäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë ak, bk, qk òàêèõ ÷òî

qk - ïðîñòûå, 2ak ≤ qk < 2bk, ak = bk − 1, 1 ≤ k ≤ m, bm = N.

Òîãäà Q = qm - èñêîìîå ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Ïóñòü N - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå 18. Ïîñòðîèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ N , â êîòîðîé çà ÷èñëîì ` ñëå-
äóåò ÷èñëî d `2e + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò ïðè
` ≥ 4. Áîëåå òîãî, â íåé îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóò-
êà 11 ≤ ` ≤ 18. Êðîìå òîãî, íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì ` ≥ 19
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d `2e+ 1 ≥ 11.

Íàïðèìåð, äëÿ N = 1024 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä

N = 1024, 513, 258, 130, 66, 34, 18.

Èòàê,

ñ êàêîãî áû ÷èñëà N íè íà÷èíàëàñü óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îíà
îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 11 ≤ x ≤ 18.
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Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ÷èñëà, ïåðåíóìåðóåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå âñå ÷ëåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè áóêâàìè b1, b2, . . . , bm. Òîãäà 11 ≤ b1 ≤ 18 è bm = N . Äëÿ
êàæäîãî èíäåêñà k, 1 ≤ k ≤ m, ïîëîæèì ak = bk − 1.

3. Ïðîñòîå ÷èñëî q1 âûáèðàåòñÿ òàê, êàê ýòî óêàçàíî â ïóíêòå 1, âåäü
11 ≤ b1 ≤ 18 è 2a1 < q1 < 2b1. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå b1 = 11 íà ðîëü q1 ìîæåò
áûòü âçÿòî ëþáîå èç 137 ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îòðåçêå îò 1024 äî 2048,
ñêàæåì 1933.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k ≥ 2 è ïðîñòîå ÷èñëî qk−1 óæå ïîñòðîåíî. Äëÿ
êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

` = bk, q = qk−1. Òîãäà ak = `− 1, bk−1 = d
`

2
e+ 1, ak−1 = d

`

2
e.

×èñëî qk áóäåò ñòðîèòüñÿ ñ ïîìîùüþ Ñëåäñòâèÿ (2) èç òåîðåìû (7), ñì. òàêæå
àëãîðèòì (5). Ïðè ýòîì F = q, R = 2t, ãäå t - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå, îíî
áóäåò âûáèðàòüñÿ ñ ïîìîùüþ èñïûòàíèé, è

c = 2tq + 1 = FR + 1. (2.23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî c ïîïàëî â íóæíûé èíòåðâàë, ò.å. 2`−1 < c < 2`, íà
ïàðàìåòð t íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ

2`−1

2q
≤ t ≤ 2` − 1

2q
. (2.24)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ èìååì

c = 2tq + 1 ≥ 2`−1 + 1 > 2`−1 = 2ak

è
c = 2tq + 1 < 2` = 2bk.

Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî c íå÷¼òíî, à 2` ÷¼òíîå
÷èñëî. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë u < v íà
èíòåðâàëå u < t < v ëåæèò íå ìåíåå v−u−1 öåëûõ ÷èñåë t. Ñîãëàñíî íåðàâåí-
ñòâó (2.24) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî öåëûõ t, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî
c ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó 2`−1 < t < 2` íå ìåíüøå, ÷åì 2`−

2q − 1. Íàïðèìåð,

ïðè b1 = 11, ` = b2 = 19 è q = 1933 íà ïðîìåæóòêå 218 < c < 219 èìååòñÿ 10
ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2tq + 1. Ñàìûå ìàëåíüêèå èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì
t = 65, 72, 75, 77, 81. Ïðè t = 77 èìååì c = 297683.

33



4. Êàê ïðàâèëî, ñòðîÿùèåñÿ áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà äîëæíû èìåòü ñëó-
÷àéíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå îò 2`−1 äî 2` âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå
÷èñëî x, à çàòåì îò íåãî íà÷àíàåòñÿ îòñ÷¼ò ÷èñåë t, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà
c ïðîâåðÿþòñÿ íà ïðîñòîòó. Êàê òîëüêî ïîïàä¼òñÿ ïðîñòîå c, îíî âûáèðàåòñÿ
â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî qk. Åñëè ïðè î÷åðåäíîì t ñîîòâåòñòâóþùåå
÷èñëî c âûéäåò çà âåðõíèé ïðåäåë çàäàííîãî ïðîìåæóòêà, ñëåäóþùåå çíà÷å-
íèå t ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ è âû÷èñëåíèÿ
ïðîäîëæàþòñÿ.

Âûáåðåì ïñåâäîñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî x íà ïðîìåæóòêå 2`−1 ≤ x < 2` è
ïîëîæèì t = d x2qe. Îïðåäåëèì òàêæå ÷èñëî c ðàâåíñòâîì (2.23).

Èç íåðàâåíñòâà x ≥ 2`−1 ñëåäóåò (2.23).

5. Åñëè t îêàçàëîñü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

2tq + 1 ≥ 2`,

òî ïîëàãàåì t = d2`−1

2q e. Åñëè ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïðè F = q è R = 2t
âûáèðàÿ ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà b íà ïðîìåæóòêå îò 2 äî c − 2, óäà¼òñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî c ïðîñòîå, òî âûáèðàåì qk = c. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ
ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ìîæíî áûëî äîêàçàòü ïðîñòîòó ÷èñëà c, ïàðàìåòðû
R è F äîëæíû áûòü ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì R ≤ 4F + 2, êîòîðîå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå t ≤ 2q + 1. Èñïîëüçóÿ ãðàíèöû äëÿ t è q, íàõîäèì

q2 > 22d
`
2e ≥ 2` > 2qt è t <

1

2
q < 2q + 1,

òàê ÷òî ñëåäñòâèå 2 ïðèìåíèìî.
Åñëè k = m, àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óâå-

ëè÷èâàåì k íà åäèíèöó è ïåðåõîäèì â ïóíêò 3 ê ñëåäóþùåìó ïðîìåæóòêó
[ak, bk).

6. Åñëè æå c îêàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, òî ïàðàìåòð t óâåëè÷èâàåòñÿ íà
1 è àëãîðèòì ïåðåõîäèò â ïóíêò 5.

Ñëåäóþùèé äàëåå àëãîðèòì, ïî çàäàííûì ÷èñëàì L è N ñòðîèò ïàðû ïðî-
ñòûõ ÷èñåë P,Q ñ óñëîâèÿìè

Q|(P − 1), 2L−1 ≤ P < 2L, 2N−1 ≤ Q < 2N .

Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî ôîðìàëüíûì îïèñàíèåì åãî îñíîâíûõ ìîìåí-
òîâ.
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Àëãîðèòì 6. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà L è N,L > N .
Ïîñòðîèòü "ñëó÷àéíûå"ïðîñòûå ÷èñëà P,Q áèòîâîé äëèíû L è N ñ óñëî-

âèåì Q|(P − 1).

1. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ïîñòðîèòü "ñëó÷àéíîå" ïðî-
ñòîå ÷èñëî Q ñ äëèíîé çàïèñè N áèòîâ.

2. Ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë pk, ñâÿçàííûõ ñîîò-
íîøåíèÿìè

pk = 2tQpk−1 + 1, 1, . . . ,m, 2L−1 ≤ pm < 2L.

Äëÿ ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó ÷èñåë c = 2tQpk−1 + 1 èñïîëüçîâàòü ñëåäñòâèå
2 ñ ïàðàìåòðàìè F = pk−1, R = 2tQ.

3. Ïîëîæèòü P = pm.

2.9 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðî-

âàíèå.

Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë
ïî ìîäóëþ p ñîñòàâëÿåò ïîëå Fp, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ îáðàçó-
þò öèêëè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà p− 1. Ñîãëàñíî ìàëîé
òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå ap−1 ≡ 1 (mod p). Íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m) íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà
a ïî ìîäóëþ p. Íàïðèìåð, ïîêàçàòåëü ÷èñëà 1 ïî ìîäóëþ p ðàâåí 1, à ïîêàçà-
òåëü −1 ïî íå÷¼òíîìó ìîäóëþ p ðàâåí 2. Öåëîå ÷èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà p,
íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p, åñëè åãî ïîêàçàòåëü ðàâåí
p−1. Íàïðèìåð, ïîêàçàòåëü ÷èñëà 5 ïî ìîäóëþ 23 ðàâåí 22. Ìû ïðîâåðèì ýòî
ïîçæå. ×èñëî 5 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 23. Åãî êëàññ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ 23 ïîðîæäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó âñåõ íåíóëåâûõ êëàññîâ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 23.

Â 1801 ãîäó Ê.Ô. Ãàóññ îïóáëèêîâàë äâà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 8. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà p ñóùåñòâóþò ïåðâî-
îáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p. Êîëè÷åñòâî íå ñðàâíèìûõ äðóã ñ äðóãîì ïî
ìîäóëþ p ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ðàâíî ϕ(p− 1), ãäå ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïðè íåáîëüøèõ p
óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
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Òåîðåìà 9. Öåëîå ÷èñëî g, íå äåëÿùååñÿ íà ïðîñòîå íå÷åòíîå p, áóäåò ïåð-
âîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p− 1, âûïîëíÿåòñÿ

g
p−1
q 6≡ 1 (mod p).

Åñëè èçâåñòíû âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p−1, òî ïðîâåðêà óñëîâèé òåî-
ðåìû 9 âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî
â ïàðàãðàôå 2.3. Âîò ïðèìåð.

Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 23

511 = 5 · 255 ≡ 5 · 25 ≡ −1 (mod 23)

è 52 ≡ 2 (mod 23). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9 ê ïðîñòîìó ÷èñëó p = 23 è c = 5,
çàêëþ÷àåì, ÷òî 5 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 23.

Ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïðè çàäàííîì p äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïî-
ýòîìó âûáèðàÿ ÷èñëà g ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ïðîìåæóòêå 0 < g < p, ìîæíî
ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è äîêàçàòü ýòî ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 9.

Åñëè g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî ÷èñëà

1, g, g2, . . . , gp−2 (2.25)

èìåþò ðàçíûå íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå îñòàòêè. Ìíîæåñòâî (2.25) ñî-
ñòîèò èç p− 1 ÷èñåë. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, íå äåëÿùåãîñÿ íà
p, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå k, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

a ≡ gk (mod p), 0 ≤ k < p− 1. (2.26)

×èñëî k íàçûâàþò èíäåêñîì a ïî ìîäóëþ p ïðè îñíîâàíèè g. Ýòî îïðåäåëå-
íèå è ôîðìóëèðóåìûå íèæå ñâîéñòâà èíäåêñîâ íàïîìèíàþò ñâîéñòâà îáû÷-
íûõ ëîãàðèôìîâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó èíîãäà â ñîâðåìåííîé ëèòå-
ðàòóðå èíäåêñû íàçûâàþò äèñêðåòíûìè ëîãàðèôìàìè, à ïðîöåññ èõ íàõîæ-
äåíèÿ � äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ
indga, Logga. Óêàçàíèå íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èíîãäà îïóñêàåòñÿ. Èòàê,
èìååì

a ≡ gindga (mod p), 0 ≤ indga < p− 1. (2.27)

Ñâîéñòâà èíäåêñîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b íå äåëÿòñÿ íà p, òî

indgab ≡ indga+ indgb (mod p− 1).

36



2. Åñëè a, b � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c, íå
äåëÿùåãîñÿ íà p, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

indbc ≡ indba · indac (mod p− 1).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ïðîñòî-
ìó íå÷åòíîìó ìîäóëþ.

Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a, b ∈ Z, íå äåëÿùèõñÿ íà p,
òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå

bx ≡ a (mod p). (2.28)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åíü òðóäîåìêî â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè. Íå
ñëó÷àéíî â êîíöå ïðàêòè÷åñêè âñåõ ó÷åáíèêîâ ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë
ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû èíäåêñîâ (äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ).

Ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ p, èñïîëüçóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë,
òðåáóþò O(e2(ln p)

1/3(ln ln p)2/3) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âïðî÷åì, ýòà îöåíêà
óñëîâíà, èáî îïèðàåòñÿ íà ðÿä íåäîêàçàííûõ, íî âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûõ ãè-
ïîòåç òåîðèè ÷èñåë.

Ðåêîðäíûé ïî âåëè÷èíå ïðîñòîãî ÷èñëà p ðåçóëüòàò â çàäà÷å äèñêðåòíî-
ãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ áûë óñòàíîâëåí â äåêàáðå 2019 ãîäà. Ìåæäóíàðîäíîé
ãðóïïå ìàòåìàòèêîâ è ïðîãðàììèñòîâ óäàëîñü ñîñ÷èòàòü äèñêðåòíûé ëîãà-
ðèôì ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà, çàïèñûâàåìîãî 240 äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè
(795 áèòàìè). Ïðèìåí¼ííûé èìè àëãîðèòì òðåáóåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ ïî-
çíàíèé â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, è ìû åãî çäåñü íå îáúÿñíÿåì.

Èçëàãàåìûé äàëåå ìåòîä ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (2.28) òðåáóåò O(p1/2 ln p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îí áûë ïðèäóìàí â 1962ã. À.Î.Ãåëüôîíäîì è
â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâåòñÿ "ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ". Àíàëîãè÷íûé
ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â 1971ã. Ä.Øåíêñîì. Åãî àíãëèéñêîå íàçâàíèå ìîæåò
áûòü ïåðåâåäåíî êàê "ìåòîä áîëüøèõ è ìàëûõ øàãîâ".

Ëåììà 1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è ïóñòü H = [
√
p] + 1. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà d, 1 ≤ d < p, íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà u, v, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1 ≤ u, v ≤ H, Hu− v = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

u =

[
d

H

]
+ 1, v = Hu− d.
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Òîãäà
d

H
< u ≤ d

H
+ 1,

îòêóäà âèäèì, ÷òî, âî�ïåðâûõ,

0 < u <
p
√
p
+ 1 =

√
p+ 1,

à âî�âòîðûõ, 0 < Hu− d ≤ H. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ÷èñëà u è
v öåëûå.

Àëãîðèòì 7 (Àëãîðèòì Ãåëüôîíäà). Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p ≥ 3, ïåðâî-
îáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p, ÷èñëî b ∈ Z, p - b.
Íàéòè: Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ gx ≡ b.
1. Âû÷èñëèòü H = [

√
p] + 1.

2. Ïîëîæèòü c ≡ gH mod p, 1 ≤ c < p.
3. Ñîñòàâèòü äâà íàáîðà ÷èñåë

S1 = {cu mod p : 1 ≤ u ≤ H}, S2 = {bgv mod p : 1 ≤ v ≤ H}.

4. Óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ îáà íàáîðà S1 è S2. Íàéòè ñîâïàâøèå ýëå-
ìåíòû ýòèõ íàáîðîâ, òî åñòü òàêèå ÷èñëà u, v, äëÿ êîòîðûõ

cu ≡ bgv (mod p). (2.29)

5. Ïîëîæèòü
indgb = Hu− v. (2.30)

Ðåøåíèå çàäàííîãî ñðàâíåíèÿ èìååò âèä x ≡ indgb (mod p− 1).

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ S1 è S2 íå ïóñòî, òàê êàê ñðàâíåíèå (2.29) ðàâ-
íîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèþ (2.30), à ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî ëåììå 1, ñóùåñòâóåò
âñåãäà.

Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòàõ 1 è 2 òðåáóþò O(ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòå 3 òðåáóþò O(H ln p) = O(

√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ S1, S2 íóæíî O(H lnH) =
O(
√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåí-

òîâ â óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ S1, S2 íóæíî O(H) = O(
√
p) àðèôìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé. Îáùåå æå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â àëãîðèòìå Ãåëüôîíäà ðàâíî
O(
√
p ln p).

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñðàâíåíèå

2x ≡ 23 (mod 37). (2.31)
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Ðåøåíèå. Òàê êàê 36 = 22 · 32 è

218 ≡ −1 6≡ 1 (mod 37), 212 ≡ 26 6≡ 1 (mod 37),

òî 2 - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 37 è, çíà÷èò äàííîå ñðàâíåíèå ðàç-
ðåøèìî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì âû÷èñëÿåì H = [

√
37] + 1 = 7 è

c = 27 ≡ 17 (mod 37). Ìíîæåñòâà S1 è S2 ñîñòîÿò èç ÷èñåë cn (mod 37),
è b · an (mod 37) ïðè n = 1, 2, . . . , 7, ò.å.

S1 = {17, 30, 29, 12, 19, 27, 15}, S2 = {9, 18, 36, 35, 33, 29, 21}.

Ýòè äâà ìíîæåñòâà èìåþò îáùèé ýëåìåíò 29, êîòîðûé ñòîèò íà u = 3 ìåñòå
â ïåðâîì ìíîæåñòâå è íà v = 6 ìåñòå âî âòîðîì ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì,
ind223 = 7·3−6 = 15, à ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (2.31) èìååò âèä x ≡ 15 (mod 37).

Åñëè â ñðàâíåíèè (2.28) ÷èñëî b íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî
ìîäóëþ p, òî ýòî ñðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàâíîñèëüíîì âèäå

x · indgb ≡ indga (mod p− 1). (2.32)

Èíäåêñû ÷èñåë a, b ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãåëüôîíäà. Ïî-
ñëå ýòîãî ìîæíî ðåøèòü ëèíåéíîå ñðàâíåíèå (2.32), ñì. ïàðàãðàô ??. Âñå
íàéäåííûå ÷èñëà x ñîñòàâÿò ðåøåíèÿ (2.28). Åñëè ñðàâíåíèå (2.32) íå èìååò
ðåøåíèé, òî íå áóäåò èõ èìåòü è ñðàâíåíèå (2.28).

Àëãîðèòì Ãåëüôîíäà, êîíå÷íî, áûñòðåå ïîëíîãî ïåðåáîðà, íî îí ðàáîòàåò
íåäîïóñòèìî ìåäëåííî, ÷òîáû ðåøàòü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ
äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçìåðîì â 250 äåñÿòè÷íûõ öèôð.

Êîíåö ïÿòîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 6.

2.10 Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîñòåéøèå ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ öå-
ëûõ ÷èñåë íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, ò.å. ìåòîäû ïîèñêà äëÿ çàäàííîãî öåëîãî
N > 1 ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pr òàêèõ, ÷òî

N = pk11 · · · pkrr , kj ≥ 1, kj ∈ Z.

Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ðàçëàãàåìîå ÷èñëî N ñîñòàâíîå, â ÷åì
ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ òåñòîâ èç ïàðàãðàôà 2.5.

Äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè öåëîãî ÷èñ-
ëà íà äâà ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ, ò.å. çàäà÷ó î ðåøåíèè â öåëûõ ÷èñëàõ a >
1, b > 1 óðàâíåíèÿ N = ab. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà a < N, b < N , ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ êàæäîå
èç ÷èñåë a, b, è ïðîäîëæàòü äàëåå ýòó ïðîöåäóðó, ïîêà òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåò
âîçìîæíûì, ò.å. äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ñîìíîæèòåëè íå ñòàíóò ïðîñòûìè.

Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ìîãóò áûòü
ðàñïðåäåëåíû íà ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé, êîòîðûå àëãîðèòì òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû.

1) Ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò O(N c) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé. Çäåñü c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2) Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû òðåáóþò O(ec(lnN)α(ln lnN)β) àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü α, β, c � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, α + β = 1.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1, ò.å. β = 0, îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè
ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Äëÿ íàèáîëåå áûñòðîãî èç ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, òàê íàçûâà-
åìîãî ìåòîäà ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ, èëè ìåòîäà ïðîñåèâàíèÿ â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ èìååì α = 1

3 , β = 2
3 .

Àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, α = 0, β = 1, äëÿ çàäà÷è ôàêòî-
ðèçàöèè íå èçâåñòíû, è âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.

Äåÿòåëüíîñòü ïî ðàçëîæåíèþ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ñî÷åòàåò â ñåáå ÷åðòû
èíæåíåðíîé íàóêè, ïîñêîëüêó âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà äîïóùåíèÿ, îñíîâàí-
íûå íà îïûòå è íå èìåþùèå òåîðåòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû
îíà ñðîäíè èñêóññòâó, òàê êàê çà÷àñòóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèò-
ìà è ðåçóëüòàò çàâèñÿò îò óäà÷íîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ.
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2.10.1 Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé.

Ïóñòü d1 < d2 < . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà. Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè
N íà ÷èñëà d1, d2, . . ., íå ïðåâîñõîäÿùèå

√
N . Åñëè N ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî

èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p ≤
√
N è ïîòîìó áóäåò ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè.

Ýòîò àëãîðèòì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîñòûõ äåëèòå-
ëåé ÷èñëà N , íå ïðåâîñõîäÿùèõ íåêîòîðîé çàäàííîé ãðàíèöû B.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë. Íî
â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèì àëãîðèòì, ñòðîÿùèé âñå ïðîñòûå ÷èñëà äî çàäàííîé
ãðàíèöû. Èíîãäà áûâàåò ïðîùå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæà-
ùèå è ñîñòàâíûå ÷èñëà, íî ìåíåå ñëîæíûå â ðåàëèçàöèè.
Ïðèìåð 1. Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 6 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç äâóõ

ñðàâíåíèé p ≡ 1 (mod 6) èëè p ≡ 5 (mod 6). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, . . .

ñîäåðæàùàÿ âñå ÷èñëà âèäà 6n ± 1, n ∈ N, âêëþ÷àåò â ñåáÿ è âñå ïðîñòûå
÷èñëà. Íî íå òîëüêî èõ. Íàïðèìåð, îíà ñîäåðæèò 25 è 91, è ìíîãèå äðóãèå
ñîñòàâíûå ÷èñëà. Íî ïðîñòîå ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáëåã÷àåò ïîèñê äåëèòåëåé N :

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, d2k = d2k−1 + 2, d2k+1 = d2k + 4, k ≥ 2.

Ïðè òàêîì âûáîðå di àëãîðèòì âîîáùå ãîâîðÿ òðåáóåò O(N 1/2) àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé è O(1) ïàìÿòè. Êîíå÷íî, îí î÷åíü ìåäëåííûé, íî ïîçâîëÿåò
áûñòðî îòñåèâàòü ñîñòàâíûå ÷èñëà, èìåþùèå ìàëûå ïðîñòûå äåëèòåëè.
Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ìîäóëÿ â ñðàâíåíèÿõ âìåñòî 6 ìîæíî âçÿòü ÷èñëî

m = 2 · 3 · 5 = 30. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà p > 5 áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â âîñüìè
ïðîãðåññèÿõ ñ ðàçíîñòüþ 30, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ÷èñåë 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
ò.å.

30k + 7, 30k + 11, 30k + 13, 30k + 17, 30k + 19, 30k + 23, 30k + 29, 30k + 31.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di ïîðîæäàåòñÿ ôîðìóëàìè

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, d8k+4 = d8k+3 + 2,

d8k+5 = d8k+4 + 4, d8k+6 = d8k+5 + 2,

d8k+7 = d8k+6 + 4, d8k+8 = d8k+7 + 2,

d8k+9 = d8k+8 + 4, d8k+10 = d8k+9 + 6,

d8k+11 = d8k+10 + 2, d8k+12 = d8k+11 + 6, k ≥ 0.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di} áóäåò ñîäåðæàòü ìåíüøóþ äî-
ëþ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Åñëè m =

∏
p≤r p, òî êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðî-

ãðåññèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíî ϕ(m), à äîëÿ ÷èñåë èç

{di} â íàòóðàëüíîì ðÿäå åñòü
ϕ(m)

m
=
∏

p≤r

(
1− 1

p

)
. Ïðè m = 6 îíà ðàâíà

1

3
, à ïðè m = 30 èìååì 1

4 .

2.10.2 ρ � ìåòîä Ïîëëàðäà.

Ïóñòü f(x) � "äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíûé"ìíîãî÷ëåí. Âûáåðåì "ñëó÷àéíî" x1 ∈
Z, 1 < x1 < N, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk+1 ≡ f(xk) (mod N), 0 ≤ xk+1 < N, k ≥ 1, (2.33)

Òàê êàê êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N íå ïðåâîñõîäèò N , òî ñó-
ùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû i, j, 0 ≤ i, j < N , ÷òî xi ≡ xj (mod N) è çíà÷èò,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (mod N) çàöèêëèâàåòñÿ. Ïåðèîä ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íå âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà, îíà ìîæåò èìåòü ïðåäïåðèîäè-
÷åñêóþ ÷àñòü. Ñèìâîëè÷åñêè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî èçîáðàçèòü â
âèäå ãðå÷åñêîé áóêâû ρ. Ïîäõîäÿùàÿ ñíèçó íîæêà ýòîé áóêâû ñîîòâåòñòâó-
åò ïðåäïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îíà ïåðåõîäèò â çàìêíóòóþ
ïåòëþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè. Ýòà àíàëîãèÿ è äàëà íàçâàíèå
àëãîðèòìó.

Ïîëëàðä îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ p, êàê ïðàâèëî, äëèíà ïåðèîäà è
ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xk+1 ≡ f(xk) (mod p), k ≥ 1,

îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé c
√
p, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü íàè-
áîëüøèå îáùèå äåëèòåëè (x2i − xi, N), i = 1, 2, 3, . . .. Åñëè p � ïðîñòîé äå-
ëèòåëü N , ` � äëèíà ïåðèîäà è a � äëèíà ïðåäïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xk+1 ≡ f(xk) (mod p), òî äëÿ íîìåðà i, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì

i > a, `|i, (2.34)

÷èñëà xi è xi+` ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ p. Ìû íå çíàåì ÷èñåë `, i,
íî çíàåì, ÷òî ðàçíîñòü 2i − i = i äåëèòñÿ íà `, ïîýòîìó x2i ≡ xi (mod p),
òàê ÷òî (x2i − xi, N) > 1. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî i, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì (2.34) è íåðàâåíñòâó i ≤ a+ ` = O(

√
p). Êîíå÷íî, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,

÷òî N |x2i − xi. Òîãäà íóæíî âûáèðàòü èíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x1.
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Åñëè p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü N , òî p ≤ N 1/2, òàê ÷òî i =
O(N 1/4).

Â ñëåäóþùåì íèæå àëãîðèòìå âû÷èñëÿþòñÿ ïàðû {xi, x2i}, i ≥ 1. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ñëåäóþùåé ïàðû {xi+1, x2i+2} íóæíî âû÷èñëèòü

xi+1 ≡ f(xi)(modN), x2i+1 ≡ f(x2i)(modN),

x2i+2 ≡ f(x2i+1)(modN),

ò.å. âûïîëíèòü O(1) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Àëãîðèòì 8. Äàíî: ñîñòàâíîå ÷èñëî N . Íàéòè: íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü
N .

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî x1 ∈ Z, 1 < x1 < N , è ïîëîæèòü

x = f(x1) (mod N), y = f(x) (mod N).

2. Âû÷èñëèòü d = (y − x,N). Åñëè 1 < d < N àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ,
íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñëà N íàéäåí.

3. Åñëè d = N , ïåðåéòè â ï. 1.
4. Ïîëîæèòü

x = f(x) (mod N), z = f(y) (mod N), y = f(z) (mod N)

è ïåðåéòè â ïóíêò 2 àëãîðèòìà.

Åñëè âñå óäà÷íî ñëîæèòñÿ, òî íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà N áóäåò
íàéäåí çà O(p1/2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé
äåëèòåëü N , ò.å. çà O(N 1/4) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â ñèëó îöåíêè ñëîæíîñòè O(p1/2) àëãîðèòì óäîáåí äëÿ íàõîæäåíèÿ íå
î÷åíü áîëüøèõ äåëèòåëåé p ÷èñëà N , åñëè îíè åñòü.

Â êà÷åñòâå f(x) îáû÷íî âûáèðàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû âèäà x2 + a. Íàïðèìåð,
ìîæíî âçÿòü f(x) = x2+1 èëè f(x) = x2−1. Â òî æå âðåìÿ âûáîð f(x) = x2−2
è x1 = 2 íå î÷åíü óäà÷åí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk èìååò
ïåðèîä 1.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïðàâäîïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó òîãî,
÷òî äëèíà ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk+1 ≡
f(xk) (mod p) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O(p1/2).

2.10.3 Ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèÿ.

Ïóñòü R - ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç r ýëåìåíòîâ. Èç ïðèíöèïà ÿùèêîâ Äèðèõ-
ëå ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z1, z2, . . . zr+1, zi ∈ R, îáÿçàòåëü-
íî íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà. Íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûáèðàÿ
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ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìíîæåñòâî z1, z2, . . . , zm ñ òåìè æå óñëîâèÿìè íà zi ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì, íî âñ¼ æå ñóùåñòâåííî ìåíüøåì r çíà÷åíèè m, ìîæíî
ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 1

2 ïîïàñòü íà íàáîð, èìåþùèé äâà îäèíàêîâûõ ýëå-
ìåíòà. Ýòîò êàæóùèéñÿ ïàðàäîêñ íîñèò íàçâàíèå "ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèÿ"
ïî ïðè÷èíå, î êîòîðîé ìû ðàññêàæåì íåìíîãî ïîçæå, à ñåé÷àñ äîêàæåì, ïðè
íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, óêàçàííóþ îöåíêó íà âåðîÿòíîñòü
"õîðîøåé" âûáîðêè.

Áóäåì âûáèðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàáîðû

z = {z1, . . . , zm}, zi ∈ R, (2.35)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå îíè ðàâíîâåðîÿòíû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âû-
áðàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñîâîêóïíîñòü z1, z2, . . . , zm, ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà?

Êàæäîå çíà÷åíèå zi ìîæåò ðàâíÿòüñÿ îäíîìó èç r ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
R. Çíà÷èò êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (2.35) ðàâíî rm. Ñêîëüêî æå
ñðåäè íèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïîïðîáóåì ïî-
ñòðîèòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå èç
âîçìîæíûõ r çíà÷åíèé äëÿ z1. Íà âòîðîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëèøü r−1 çíà÷å-
íèé, îòëè÷íûõ îò ñòîÿùåãî íà ïåðâîì ìåñòå. Íà òðåòüåì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü
ëèøü r− 2 çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûõ îò ïåðâûõ äâóõ. Äåéñòâóÿ òàê äàëåå ìû ñìî-
æåì ïîñòðîèòü r(r−1)(r−2) · · · (r−m+1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç
m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóäåò ó÷òåíà â ýòîì ïðîöåññå. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ
ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè zi áóäåò ðàâíà

µ =
r(r − 1)...(r −m+ 1)

rm
.

Äëÿ îöåíêè µ ñâåðõó ïåðåïèøåì

µ =
m−1∏
k=1

(
1− k

r

)
è lnµ =

m−1∑
k=1

ln(1− k

r
). (2.36)

Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x, 0 ≤ x < 1 cïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ln(1− x) ≤ −x. (2.37)

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå [0; 1) ôóíê-
öèþ g(x) = x + ln(1− x). Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ g′(x) = −x

1−x îòðèöàòåëüíà íà
èíòåðâàëå (0; 1), òî g(x) óáûâàåò íà ìíîæåñòâå 0 ≤ x < 1, è, çíà÷èò, íà ýòîì
ìíîæåñòâå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.37).

44



Âçÿâ x = k
r , íàõîäèì ln(1− k

r ) < −
k
r , 1 ≤ k < m è èç (2.36)

lnµ < −
m−1∑
k=1

k

r
= −m

2 −m
2r

< −(m− 1)2

2r
.

Âûáåðåì òåïåðü m = d
√
2r ln 2e + 1. Òîãäà (m − 1)2 = d

√
2r ln 2e2 ≥ 2r ln 2

è lnµ < − ln 2. Òàê äîêàçàíî íåðàâåíñòâî µ < 1
2 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè r ≥ 5

âûïîëíÿåòñÿ m < r.
Åñëè óâåëè÷èòü êîíñòàíòó

√
2 ln 2 â îïðåäåëåíèè m, îöåíêà µ óìåíüøèò-

ñÿ è, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà íàáîð, èìåþùèé ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ðàâíûõ ýëåìåíòà, ñòàíåò áîëüøå 1

2 . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå m = d4
√
re âåðî-

ÿòíîñòü ïîïàñòü íà âûáîðêó, èìåþùóþ 2 èëè áîëåå îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ,
ïðåâîñõîäèò 0, 9996 . . . .

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.33) è âîçüì¼ì ïîñòîÿííóþ â
îïðåäåëåíèè m áîëüøóþ, ÷åì

√
2 ln 2. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

"õîðîøåãî" ìíîãî÷ëåíà f(x) è áûòü ìîæåò ïîñëå íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âû-
áîðîâ ÷èñëà x1 ìû çà O(

√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñìîæåì íàéòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xm, èìåþùóþ äâà ðàâíûõ ÷èñëà. Äëèíû ïðåä-
ïåðèîäà a è ïåðèîäà ` ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
a + ` ≤ M . Äåéñòâèòåëüíî, a åñòü íîìåð ïåðâîãî èç äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë, è
a + ` - íîìåð âòîðîãî èç íèõ ÷èñåë. Ýòî îáúÿñíÿåò íàáëþäåíèå Ïîëëàðäà î
äëèíå ïðåäïåðèîäà è ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ρ - ìåòîäå Ïîëëàðäà.

Êîíå÷íî, ýòî ðàññóæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, íî îíî äàåò ïðàâ-
äîïîäîáíîå îáúÿñíåíèå, ïî÷åìó ρ � ìåòîä Ïîëëàðäà äîñòàòî÷íî áûñòðî íà
ïðàêòèêå íàõîäèò íåáîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè ñîñòàâíûõ ÷èñåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü óâåëè-
÷åíà, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (x2i−xi, N) âû÷èñëÿòü íå íà êàæäîì
øàãå. Íàïðèìåð, ìîæíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i = 0, d, 2d, . . . âû÷èñëÿòü
(
∏i+d

k=i+1(x2k − xk), N), âûáðàâ d íå î÷åíü áîëüøèì.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó ñèòóàöèþ, êîòîðîàÿ ñîáñòâåííî è äàëà íàçâàíèå êîð-
íåâîìó ïîíèæåíèþ îöåíêè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðåöèé ïðè íàõîæäåíèè
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñòóäåí÷åñêàÿ
ãðóïïà èëè ïðîñòî ãðóïïà çíàêîìûõ ñîáðàëàñü íà âå÷åðèíêó ïî êàêîìó-òî ïî-
âîäó. Â ãðóïïå 23 ÷åëîâåêà è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ñðåäè ïðèãëàøåííûõ åñòü äâîå, äíè ðîæäåíèÿ êîòîðûõ ïðèõîäÿòñÿ íà îäíó
äàòó. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü î÷åíü ìàëåíüêàÿ. Íî
ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ÷óòü ïîäðîáíåå. Åñëè ãîä, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ýòî
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ñîáûòèå íå âèñîêîñíûé, ò.å. ñîñòîèò èç p = 365 äíåé, òî âåðîÿòíîñòü âûáðàòü
23 ðàçëè÷íûå äàòû èç 365 ðàâíà

µ =
22∏
k=1

(
1− k

365

)
= 0, 492703 . . . =

=
36997978566217959340182499134166757044383351847256064

75091883268515350125426207425223147563269805908203125
.

Ïîñëåäíåå çíà÷åíèå òî÷íîå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñëó÷àéíûé íàáîð èç 23
äàò íåâèñîêîñíîãî ãîäà ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé 1

2 ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûõ
äàòû.
Êîíåö øåñòîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 7.

2.11 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Óðàâíåíèå
y2 = x3 + ax+ b, (2.38)

ñ êîýôôèöèåíòàìè a, b, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ 4a3+27b2 6= 0, îïðåäåëÿ-
åò íà ïëîñêîñòè êðèâóþ, íàçûâàåìóþ ýëëèïòè÷åñêîé. Íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîãî÷ëåí x3 + ax+ b íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Äîêàæåì ýòîò ôàêò.

Ëåììà 2. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x3 + ax + b èìååò êðàòíûå êîðíè â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà 4a3 + 27b2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êîðíè ïðîèçâîäíîé f ′(x) = 3x2 + a áóêâàìè x1
è x2 = −x1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ÷èñëà áûëè äåéñòâèòåëüíûìè íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà a ≤ 0. Ïîäñòàâèì ýòè êîðíè â ìíîãî÷ëåí
f(x) è ïåðåìíîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x21 =
−a

3 , ïîëó÷èì

f(x1)f(−x1) = (x31 + ax1 + b)(−x31 − ax1 + b) = b2 − (x31 + ax1)
2 =

= b2 − x21(x21 + a)2 = b2 +
4a3

27
.

Ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êðàòíûé êîðåíü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí è
åãî ïðîèçâîäíàÿ èìåþò îáùèé êîðåíü, ò.å. f(x1) = 0 èëè f(−x1) = 0, ÷òî ïî
äîêàçàííîìó ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó b2 + 4a3

27 = 0 èëè ðàâåíñòâó 4a3 + 27b2 =
0.

Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êðàòíûå êîðíè, òî êðèâàÿ ìîæåò áûòü ïàðà-
ìåòðèçîâàíà ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè è å¼ èññëåäîâàíèå ñèëüíî óïðîùà-
åòñÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x + 2 = (x − 1)2(x + 2) âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî

(t3 − 3t)2 = (t2 − 2)3 − 3(t2 − 2) + 2,

îçíà÷àþùåå, ÷òî ïðè ëþáîì t ôîðìóëû x = t2 − 2, y = t3 − 3t çàäàþò íåêî-
òîðóþ òî÷êó íà êðèâîé y2 = x3 − 3x + 2. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî òàê ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ëþáàÿ òî÷êà (x, y) ýòîé êðèâîé. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé t = y

x−1 . Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
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ðàâåíñòâà(
y

x− 1

)2

− 2 = x+
y2 − (x− 1)2(x+ 2)

(x− 1)2
= x,(

y

x− 1

)3

− 3
y

x− 1
=

y

(x− 1)3
(y2 − (x− 1)2(x+ 2) + (x− 1)3) = y.

Òî÷êà êðèâîé (1, 0), äëÿ êîòîðîé âûðàæåíèå y
x−1 íå îïðåäåëåíî, ïîëó÷àåòñÿ

ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì ïðè t =
√
3.

Ýëëèïòè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ è äðóãèå êðèâûå, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñ ïîìî-
ùüþ âçàèìíî-îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìûõ ðàöèîíàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè îò ïåðåìåííûõ, ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó (2.38).

Íàçâàíèå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ïðîèñõîäèò îò íàçâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå, íî õîðîøî èçó-
÷åíû, áëàãîäàðÿ âàæíîé ðîëè, êîòîðóþ îíè èãðàþò â ïðèëîæåíèÿõ. ×åðåç
íèõ, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûðàçèòü äëèíó äóãè ýëëèïñà, ñ ÷åì è ñâÿçàíî èõ
íàçâàíèå. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè òàê æå êàê îêðóæíîñòü ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñèíóñîì è êîñèíóñîì óãëà.
Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû a, b óðàâíåíèÿ
(2.38) ñóòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òàêèìè æå áóäóò è òî÷êè êðèâûõ. Èíîãäà
êðèâûå áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ðàçìåù¼ííûìè íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêèå êðèâûå è íàä êîíå÷íûìè ïîëÿ-
ìè. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé èñïîëüçóåòñÿ â êðèïòîãðàôèè.

Òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûõÑàìè êðèâûå ÷èñ-
ëàõ èëè, êàê ìû áóäåì ïèñàòü â äàëüíåéøåì ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, èìååò
áîëüøóþ èñòîðèþ è áîãàòà ãëóáîêèìè ðåçóëüòàòàìè. Òåì íå ìåíåå â íåé åñòü
åñòåñòâåííûå îòêðûòûå âîïðîñû, ò.å. âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå íå èçâåñò-
íû. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Åñòü ëè ðåøåíèå? Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ
ëþáîãî äàííîãî óðàâíåíèÿ âèäà (2.38) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b
îïðåäåëèòü, åñòü ó íåãî ðåøåíèå â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ èëè íåò.

2. Êàê íàéòè ðåøåíèå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò? Òî, ÷òî
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî ñëîæåí, ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Èç-
âåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå y2 = x3 + 877x èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ
ðåøåíèé. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íàèìåíüøèìè çíàìåíàòåëÿìè èìååò âèä
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x =
375494528127162193105504069942092792346201

6215987776871505425463220780697238044100
,

y =
256256267988926809388776834045513089648669153204356603464786949

490078023219787588959802933995928925096061616470779979261000
.

3. Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî ðåøåíèé?

4. Êàêîâà ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ðåøåíèé?

2.11.1 Ñëîæåíèå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Åù¼ äðåâíèå ãðåêè, à âïîñëåäñòâèè Íüþòîí è Ýéëåð ïðèäóìàëè ñïîñîáû ïî-
ñòðîåíèÿ íîâûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïî óæå èìåþ-
ùèìñÿ. Ïðè ýòîì ïî ñóùåñòâó èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëü-
íûõ èëè ñåêóùèõ ê ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì. Ýòîò ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
íå òîëüêî êàê ìåòîä "ðàçìíîæåíèÿ"ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, íî è êàê íåêîòîðóþ
îïåðàöèþ, âûïîëíÿåìóþ íà ìíîæåñòâå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïóñòü P èQ äâå òî÷êè êðèâîé (2.38). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç P èQ ïðÿìóþ ëèíèþ
è òðåòüþ òî÷êó å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé îòðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
îñè ÎÕ. Ïîëó÷èâøóþñÿ òî÷êó íàçîâ¼ì ñóììîé P è Q. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó
òî÷êó P +Q, ñì. ðèñóíîê 3.

elliptic.jpg

Ðèñ. 2.1: Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Åñëè òî÷êè P è Q îäèíàêîâû, ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ â òî÷êå P è òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé îòðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè OX. Ïîëó÷èâ-
øóþñÿ òî÷êó áóäåì îáîçíà÷àòü 2P , ñì. ïðàâûé ðèñ. 4. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñ
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ïîìîùüþ òàêèõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî P + O = P , à òàêæå P + R = O, ñì.
ëåâûé ðèñóíîê 4.

elliptic2.jpg

Ðèñ. 2.2: Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 10. Åñëè (x1, y1) - êîîðäèíàòû òî÷êè P è (x2, y2) - êîîðäèíàòû
òî÷êè Q, ïðè÷¼ì îáå òî÷êè îòëè÷íû îò O, à òàêæå Q 6= −P , òî êîîðäè-
íàòû (x3, y3) òî÷êè P +Q ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì{

x3 = λ2 − x1 − x2,
y3 = λ(x1 − x3)− y1,

ãäå λ =

{
y2−y1
x2−x1 , åñëèx2 6= x1,
3x21+a
2y1

, åñëèx2 = x1 è y2 = y1.

(2.39)
Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîé òî÷êè P âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
P +O = O + P = O è P + (−P ) = O, ãäå −P = (x1,−y1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå x2 6= x1 òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè P,Q ðàâåí y2−y1

x2−x1 = λ è óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé èìååò âèä

y − y1 = λ(x− x1). (2.40)

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (2.40) êîîðäèíàòû òî÷åê P è
Q. Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷êè P +Q ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà (x3,−y3) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì (2.38) è (2.40). Âûðàçèâ ïåðåìåííóþ y ÷åðåç x èç óðàâíåíèÿ (2.40)
è ïîäñòàâèâ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (2.38), íàéä¼ì êóáè÷åñêîå
óðàâíåíèå

(y1 + λ(x− x1))2 = x3 + ax+ b,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ àáñöèññû òð¼õ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé (2.38)
è ïðÿìîé (2.40), ò.å. ÷èñëà x1, x2, x3. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïå-
ðåïèñàíî òàêæå â âèäå x3 − λ2x2 + . . . = 0, ãäå îïóùåíû ñëàãàåìûå èìåþùèå
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ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé x ìåíüøóþ ÷åì 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà ñóììà
x1 + x2 + x3 äîëæíà áûòü ðàâíà λ

2, îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ x3 èç ðà-
âåíñòâ (2.39). Òî÷êà (x3,−y3) ëåæèò íà ïðÿìîé PQ. Èç (2.40) òåïåðü ñëåäóåò
ðàâåíñòâî −y3−y1 = λ(x3−x1) è äàëåå âûðàæåíèå äëÿ y3 èç (2.40). Â ïåðâîì
ñëó÷àå òåðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà Q = P . Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî
ñåêóùåé ïðÿìîé PQ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé (2.38), ïðîâå-
ä¼ííàÿ â òî÷êå P . Â ñëó÷àå y1 = 0 èìååì ðàâåíñòâî P = −P è íàõîäèì
P + P = P + (−P ) = O. Òåîðåìà äîêàçàíà è â ýòîì ñëó÷àå.

Äàëåå ñ÷èòàåì Q = P è y1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè íà ïëîñêî-
ñòè ìàëåíüêóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè P = (x1, y1), â êîòîðîé óðàâíåíèå (2.38)
îïðåäåëÿåò y = y(x) êàê îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé x, à èìåí-
íî y(x) =

√
x3 + ax+ b, ãäå âåòâü êâàäðàòíîãî êîðíÿ âûáðàíà òàê, ÷òîáû

çíà÷åíèå
√
x31 + ax1 + b ðàâíÿëîñü y1. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò â ìàëîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 òîæäåñòâó y(x)
2 = ax3 + ax + b. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî

òîæäåñòâî ïî ïåðåìåííîé x, íàõîäèì 2y(x)y′(x) = 3x2 + a. Ïîäñòàâëÿÿ â
ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî x = x1 è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì y(x1) = y1, íàõîäèì

y′(x1) =
3x21 + a

2y1
= λ.

Òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî λ ðàâíî òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê
êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé ðàâåíñòâîì (2.38), ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå P . Äàëåå âñå
ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ñ ó÷¼òîì
ðàâåíñòâà Q = P .

Ââåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå ñóììû òî÷åê íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàí-
íûì, îäíàêî îíî îáëàäàåò ðÿäîì óäîáíûõ è ïîëåçíûõ ñâîéñòâ: òî÷êà O èã-
ðàåò òàêóþ æå ðîëü, êàê è íîëü â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, äëÿ êàæäîé òî÷-
êè P åñòü åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ, îáîçíà÷àåìàÿ −P , ò.å. òî÷êà ñ óñëîâèåì
P + (−P ) = O, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà, ò.å. P + Q = Q + P äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê P,Q è àññîöèàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ òð¼õ òî÷åê P,Q,R
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (P + Q) + R = P + (Q + R)
(äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ôàêòà íå ïðîñòî). Äðóãèìè ñëîâàìè ìíîæåñòâî
òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ òàêîé îïåðàöèåé ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé.

Â 1901ã. ôðàíöóçñêèé ó÷¼íûé À. Ïóàíêàðå (1854-1912) âûñêàçàë ïðåäïî-
ëîæåíèå, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
òàêèõ òî÷åê ïðîâåäåíèåì õîðä è êàñàòåëüíûõ. Ïî äðóãîìó: ãðóïïà ðàöèî-
íàëüíûõ òî÷åê èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ.
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Ãèïîòåçó Ïóàíêàðå äîêàçàë â 1922 ãîäó àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ë. Ìîðäåëë
(1888-1972).

Èçâåñòåí ïðèìåð ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ ÷èñëîì îáðàçóþùèõ, íå ìåíü-
øèì 28, íî òî÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ â ýòîì ñëó÷àå íå èçâåñòíî. Êðèâûå ñ
÷èñëîì îáðàçóþùèõ ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê áîëüøèì 28 â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íå íàéäåíû. Òåì íå ìåíåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

Ñóùåñòâóþò ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ÷èñëîì
íåçàâèñèìûõ îáðàçóþùèõ.

Íî ýòà ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà. Äàëåå ìû íå áóäåì âñòðå÷àòüñÿ
ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè, îïðåäåë¼ííûìè íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ èëè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2.11.2 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Ïóñòü p > 3 - ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (2.38), ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî åãî êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò Fp. Ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë x, y èç Fp,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2.38), òàêæå áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, äîáàâëÿÿ ïðè ýòîì "íàä ïîëåì Fp". Ýòà "êðèâàÿ"ñîñòîèò èç êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, âåäü êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ x è y ìîæåò ïðèíèìàòü íå
áîëåå p çíà÷åíèé.

Íàïðèìåð, êðèâàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ óðàâíåíèåì y2 = x3 + 2 íàä ìíîæåñòâîì
F11 ñîñòîèò èç òî÷åê

(1, 5)), (7, 2), (6, 3), (9, 7), (10, 1), (4, 0), (10, 10), (9, 4), (6, 8), (7, 9), (1, 6)
(2.41)

è åù¼ òî÷êè O, êîòîðóþ ïî àíàëîãèè òîæå ìîæíî íàçûâàòü áåñêîíå÷íî óäà-
ë¼ííîé òî÷êîé. Óêàçàííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì
F11, ñîñòîèò èç 12 òî÷åê.

Òî æå óðàâíåíèå íàä ïîëåì F7 îïðåäåëÿåò êðèâóþ

(0, 3), (0, 4), (3, 1), (3, 6), (5, 1), (5, 6), (6, 1), (6, 6), (2.42)

ñîñòîÿùóþ èç 9 òî÷åê: 8 óêàçàííûõ âûøå òî÷åê è åù¼ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ
òî÷êà O.

Òî÷êè êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì, òîæå ìîæíî ñêëàäû-
âàòü. Â ýòîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, íåëüçÿ ïðîâîäèòü êàñàòåëüíûå, íî ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (2.39), âûïîëíÿÿ âñå âû÷èñëåíèÿ â ïîëå F ïî óêà-
çàííûì â (2.39) ôîðìóëàì. È â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà O áóäåò èãðàòü ðîëü íóëÿ,
à îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ áóäåò êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé.
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Íàïðèìåð, åñëè â ñëó÷àå êðèâîé y2 = x3 + 2 îáîçíà÷èòü P = (1, 5), òî âñå
òî÷êè â (2.41) áóäóò èìåòü âèä

P, 2P, 3P, . . . 11P,

à 12P = O.
À äëÿ êàæäîé òî÷êè Q êðèâîé (2.42) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 3Q = O.
Êîíåö ñåäüìîé ëåêöèè è ÷àñòè 1 .
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