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1. Рассматриваются механические системы с кинематическими связями, содержащими малый параметр. Предполагается, во-первых, что при нулевом значении параметра связи такой системы интегрируемы, то есть получается семейство голономных систем, зависящих от нескольких произвольных констант интегрирования Во-вторых, эти голономные системы должны быть вполне интегрируемыми гамильтоновыми системами.

2. При ненулевом значении параметра поведение таких систем можно рассматривать при помощи асимптотических методов, представляя его как трансгрессию: сочетание движения слегка модифицированной голономной системы с медленным изменением былых констант. Такова общая постановка задачи.

3. Важный пример: если слабо неголономная система является чаплыгинской, то тогда она обратима и к ней применима теорема Мозера о сохранении условно-периодических движений обратимых систем, в силу которой приведенное фазовое пространство большей частью будет состоять из инвариантных торов. На этих торах средняя скорость изменения зависимых координат (которые постоянны в невозмущенной задаче) будет равна нулю, а это значит что эволюции этих координат, вообще говоря, не будет ни в каком приближении. Таким образом, трансгрессии "в среднем" нет.

4. Излагается методика доказательства независимости частот условно-периодического движения, основанная на анализе их как функций констант интегралов. Поначалу она относится к натуральным системам с единственной нециклической координатой, применяется к задаче Лагранжа и гироскопу в кардановом подвесе (попутно получается методически простой способ вывода формулы Магнуса). Методика не требует знания деталей интегрирования задачи, так как основана на разложении частот по вариациям констант интегралов вблизи устойчивого относительного равновесия.

5. Теория нелинейных колебаний консервативных неголономных систем около состояний равновесия укладывается в рамки теории слабо неголономных систем (в первом приближении уравнения связей всегда интегрируемы). Такие состояния у неголономных систем не изолированы, а образуют, вообще говоря, подмногообразия в фазовом пространстве (впрочем, причина этого явления – не неинтегрируемость связей, а их дифференциальное представление).

6. В окрестности многообразия равновесий можно так ввести обобщенные координаты, что зависимые скорости будут в этом смысле иметь даже не второй, а третий порядок малости (кроме того – малые колебания распадутся на независимые, но это приведение уже стандартно). Единственным ограничением на многообразие равновесий является требование, чтобы на нем уравнения связей были регулярны и – это важно – интегрируемы. Последнее всегда выполнено, если размерность многообразия равновесий равна числу связей (типичный случай в общей теории) либо на единицу больше (как во всех задачах о качении твердого тела по поверхности в поле тяжести).

7. Выводится общая структура нормальной формы во всех приближениях, начиная со второго (в предположении, что между частотами малых колебаний не возникает соизмеримостей соответствующих порядков). Если размерность многообразия равна числу связей, то колебания будут такими же, как вообще у обратимых квазилинейных систем, а координаты вдоль многообразия равновесий в среднем не меняются, то есть колеблются около средних значений, выступающих в роли параметров. Если размерность на единицу больше, то вдоль многообразия возможна грубая медленная эволюция (наподобие медленного вращения тела на плоскости вокруг вертикали), и, что самое интересное, в четвертом приближении может начаться нетривиальная эволюция «зависимых» координат вдоль многообразия равновесий.

8. Наличие интеграла энергии у рассматриваемых неголономных систем приводит к некоторым соотношениям между коэффициентами нормальной формы, в частности коэффициенты четвертого приближения для зависимых координат связаны с коэффициентами второго для колебаний (а если число связей равно единице, то целиком выражаются через коэффициенты второго приближения).

9. Весьма интересна возможность нормализации "по части переменных", когда упрощаются только уравнения движения вдоль многообразия равновесий. При достаточно общих предположениях это упрощение можно довести до получения формальных первых интегралов, а в случае отрицательных мнимых частей доказать теорему о существовании аналитических первых интегралов. Знание про интегралы уточняет явления, происходящие вблизи асимптотически устойчивого многообразия равновесий в работах Ю.И. Неймарка и Н.А. Фуфаева.

10. В качестве иллюстраций рассматриваются задачи со связью типа саней Чаплыгина. Лагранжиан и уравнение связи подбираются так, чтобы одно из динамических уравнений отделилось. Это делает исследование простым, а явления – выразительными. Показано: что многообразие равновесий может выродиться в изолированную точку, что точки, где многообразие равновесий не трансверсально плоскости связи, являются точками смены устойчивости, что может развиваться неустойчивость, несмотря на устойчивость в первом приближении.

11. Излагается методика осреднения по Д.В. Аносову, которая предлагается в качестве основного подхода в ситуации, когда невозмущенная система имеет две независимые частоты или больше. Эта методика основана на вычислении средних значений правых частей интегрированием по инвариантным многообразиям невозмущенной системы, которая должна иметь инвариантную меру. Предлагается считать свойства движения, полученные после осреднения по Аносову, существенной и неотъемлемой характеристикой точной задачи, несмотря на то, что для некоторой малой доли начальных условий ("дефектное множество", на практике возникающее вблизи инвариантных торов с соизмеримыми частотами) осредненное движение может сильно отличаться от точного. В интересах приложений дана переформулировка основной теоремы Аносова.

12. Обращается внимание на то, что другие приемы осреднения (в том числе и по Боголюбову) на практике тоже будут связаны с необходимостью отдельно рассматривать некоторую часть фазового пространства, и в этом смысле они не сильнее осреднения по Аносову. Достоинство его еще и в том, что для осреднения не обязательно вводить переменные "действие-угол" в невозмущенной задаче.

13. Для возмущенных одночастотных систем получены такие оценки отклонения осредненного решения от точного, в которых все нужные параметры оценены через ограничения на правые части рассматриваемых дифференциальных уравнений.

14. Результаты А.П. Маркеева, относящиеся к качению тел по плоскости, укладываются в рамки слабо неголономных систем.

15. При помощи осреднения по Аносову рассматривается задача о качении (без проскальзывания) тяжелого твердого тела, опирающегося на неподвижную поверхность сферой малого радиуса. При стремлении радиуса к нулю в пределе получается голономная задача о вращении твердого тела, а ее первые интегралы и координаты точки опоры будут медленными переменными. Их эволюция исследуется при помощи пространственного осреднения по Аносову в тех случаях, когда голономная задача вполне интегрируема как каноническая система, так что ее фазовое пространство расслоено на торы.

16. В возмущенном случае Эйлера осредненное (по двухмерным торам) движение точки касания такое же, как при качении некоторого однородного шара по той же поверхности, при условии, что начальные значения кинетического момента, кинетической энергии и места соприкосновения будут теми же самыми.

17. В возмущенном случае Лагранжа (торы уже трехмерные) точка соприкосновения в среднем движется по горизонтальным сечениям опорной поверхности, причем постоянные интегралов энергии и циклических не эволюционируют.

18. Рассматривается задача о движении однородного шара в углублении произвольной формы. Здесь уравнения движения сводятся к квазилинейной обратимой системе и исследуются соответственно. Возникают поправки на частоты колебаний в старших приближениях.

19. Проводится процедура нормализации уравнений связи и вычисления коэффициентов нетривиальной трансгрессии в задаче о качении палочки по наклонному цилиндру в поле тяжести. За большие времена, когда палочка повернется на конечный угол, точка опоры будет колебаться вблизи среднего значения, каковое успеет сместиться по некоторой вычисляемой кривой, причем величина смещения будет порядка квадрата амплитуды колебаний. Аналогичные утверждения верны и в случае поверхности с двумя ненулевыми радиусами кривизны, а также в задаче о качении плоской пластинки.

